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Mémoire  d'optique  géométrique  comprenant  la  théorie  du  point 
représentatif  d'un  élément  de  surface  réglée  et  son  emploi 
tant  pour  la  démonstration  nouvelle  de  théorèmes  relatifs  à 
la  courbure  des  surfaces  que  pour  la  détermination  plane  des 
éléments  des  surfaces  caustiques  (  '  )  ; 

Par  M.  A.  MANNHEIM. 


Ce  Mémoire  renferme  la  solution  géométrique  complète,  donnée 
pour  la  première  fois  et  dans  le  cas  le  plus  général,  du  problème  de  la 
détermination  des  éléments  des  surfaces  caustiques. 

Quelques  mots  d'historique  vont  me  permettre  de  préciser  l'état  de 
la  question  :  «  De  Tschirnhauscn  ouvrit  la  voie  à  de  nouvelles  spécula- 

(')  Dans  sa  séance  du  12  avril  i885,  sur  le  rapport  de  MM.  les  professeurs  Cre- 
mona  et  Beltrami,  l'Académie  R.  des  Lincei  a  décidé  l'insertion  de  ce  Mémoire 
dans  ses  Atti. 
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lions  géométriques  en  considérant  la  courbe  enveloppe  d'une  série  de 
payons  lumineux  réfléchis  par  une  ligne  dirimante  et  correspondant 
à  'lis  rayons  incidents  parallèles  {Acta  Lipsiœ,  novembre  1682).  Ces 
nouvelles  courbes  reçurent  le  nom  de  caustiques  par  réflexion  et 
furent  étudiées  par  de  La  llire,  Lcibnitz  (ibid.,  janvier  1689)  et  Jean 
Bernoulli  (janvier  1692).  Enfin  Jean  Bernoulli,  considérant  les  caus- 
tiques par  réfraction,  donna  la  construction  géométrique  du  point  où 
chaque  rayon  réfracté  touche  son  enveloppe  (janvier  i6o,3)  et  le  mar- 
quis de  l'Hôpital  {Analyse  des  infini  me  ni  petits,  proposition  I,  Sec- 
lion  \  1  et  VII)  substitua  à  ces  constructions  deux  formules  qui  ont 
été  reproduites  par  Petit  et  ont  conservé  son  nom  [Correspondance 
sur  l'École  Polytechnique,  t.  II,  p.  354 J  (')  »• 

M.  A.  Cornu  a  donné  une  construction  élégante  du  point  où  un 
rayon  réfracté  louche  son  enveloppe,  en  faisant  usage  d'un  point  qu'il 
appelle  centre  de  jonction  (2). 

\insi,  pour  le  cas  du  plan,  on  a  formules  et  constructions. 

<  le  n'est  qu'au  commencement  de  ce  siècle  (1808)  que  la  question 
de  L'espace  fut  abordée  par  Malus  dans  son  Optique  (3).  Cet  illustre 
physicien  démontra  «  que  toutes  les  fois  que  l'on  considère  un  système 
•  le  lignes  droites  émanant  de  tous  les  points  d'une  surface  courbe  sui- 
\ani  une  loi  analytique  quelconque,  le  lieu  des  points  de  rencontre 
des  lignes  proposées  est  compris  sur  deux  surfaces  courbes  ».  Lorsque 
ces  droites  sont  des  rayons  lumineux  réfractés,  Malus  donne  à  ces 
surfaces  le  nom  de  surfaces  caustiques.  Il  a  aussi  découvert  un  théo- 
rème généralisé  ainsi  par  Dupin  : 

Des  rayons  lumineux  normaux  à  une  surface  se  réfléchissent  ou 

se  réfractent  suivant  des  directions  normales  à  une  surface. 

On  sait  qu'on  appelle  foyers  les  deux  points  où  un  rayon  lumineux 
réfracté  touche  les  surfaces  caustiques  :  ces  points  ne  sont  pas  toujours 
réels.  Les  plans  tangents  des  surfaces  caustiques  aux  deux  foyers  sont 
les  plans  focaux. 


I  'i  Paul  Sbrbst,  Des  Méthodes  en  Géométrie,  p.  72. 

1    1    \0u9elles    innales  de  Mathématiques,  2e série,  t.  II.  p.  3 1 1 . 

(a)  Journal  de  VÉcole  Polytechnique,  \I\C  Cahier. 
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Dans  sa  Theory  of  Systems  of  rays,  Hamilton  a,  le  premier,  étudié 
crime  façon  générale  les  pinceaux  quelconques  de  rayons  lumineux  :  il 
a  fait  connaître  des  points  et  des  plans  relatifs  à  ces  pinceaux  et  qui 
sont  toujours  réels. 

M.  Kummer,  dans  un  beau  Mémoire  de  Géométrie  analytique, 
intitulé  :  Théorie  générale  des  systèmes  rectilignes,  a  approfondi 
la  théorie  de  Hamilton  et  Ta  complétée  en  quelques  points. 

Enfin,  relativement  aux  pinceaux  quelconques,  je  rappellerai  que 
j'en  ai  donné  une  Théorie  géométrique.  Pour  établir  cette  théorie 
j'ai  considéré  l'élément  de  surface  réglée,  que  j'appelle  surface  élé- 
mentaire du  pinceau,  constitué  par  le  rayon  du  pinceau  et  un  rayon 
qui  lui  est  infiniment  voisin.  Autour  d'un  rayon,  il  y  a  une  infinité  de 
surfaces  élémentaires. 

Les  points  trouvés  par  Hamilton,  et  qui  sont  toujours  réels  sur  le 
rayon  d'un  pinceau,  sont  les  deux  extrémités  du  segment  sur  lequel 
sont  situés  les  points  centraux  de  toutes  les  surfaces  élémentaires  du 
pinceau.  En  ces  deux  points  appelés  points  limites,  les  plans  centraux 
correspondants  des  surfaces  élémentaires  sont  appelés  plans  princi- 
paux. Ces  plans  principaux  sont  rectangulaires. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  rayons  lumineux  forment  un  pinceau 
de  normales  à  une  surface,  les  surfaces  élémentaires  de  ce  pinceau  sont 
des  éléments  de  normalies  à  cette  surface,  les  points  limites  se  con- 
fondent avec  les  foyers  du  rayon  du  pinceau  et  sont  aussi  les  centres 
de  courbure  principaux  de  cette  surface;  enfin  celle-ci  a,  pour  plans 
de  ses  sections  principales,  les  plans  principaux  du  pinceau  qui  sont 
confondus  ici  avec  les  plans  focaux. 

Restant  dans  le  cas  particulier  où  les  rayons  lumineux  sortent  nor- 
malement d'une  surface,  Sturm,  dans  son  Mémoire  Sur  l'Optique  ('), 
a  étudié  analytiquement  les  éléments  de  courbure  des  surfaces  aux- 
quelles ces  rayons  sont  normaux  après  leur  réfraction  et  a  trouvé  <!<•> 
formules  intéressantes  et  de  beaux  théorèmes. 

Dans  son  Mémoire  sur  la  Théorie  générale  des  surfaces  (2),  reve- 
nant sur  le  même  sujet,  toujours  dans  le  cas  des  rayons  lumineux  nor- 


(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  ire  série,  l.  111. 
(s)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  ire  série,  t.  IX. 
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maux  à  une  surface,  M.  Bertrand,  par  des  considérations  de  Géométrie 
infinitésimale,  a  retrouvé  les  formules  dues  à  Sturm  et  en  a  ajouté  une 
nouvelle.  Ces  formules  permettent  de  calculer  les  éléments  des  surfaces 
caustiques. 

Enfin,  en  i845,  Sturm  a  traité  de  nouveau  analytiquement  le  même 
problème  à  la  fin  de  son  Mémoire  Su?*  la  vision  (*). 

Ainsi,  pour  le  seul  cas  particulier  de  l'espace  qui  eût  été  traité,  on  avait 
trouvé  des  formules,  mais  pas  de  construction  effective.  Tel  était,  à  ma 
connaissance,  l'état  de  la  question  lorsque  j'ai  commencé  à  l'étudier  (2). 

La  solution  géométrique  que  j'apporte  aujourd'hui  est  complète  et 
aboutit  à  plusieurs  constructions  planes  des  éléments  des  surfaces 
caustiques,  et  cela,  je  le  répète,  dans  le  cas  le  plus  général.  Les  solu- 
i  ions  de  nombreuses  questions  ne  sont  vraiment  achevées  que  lorsque 
Ton  l'ait  connaître  les  constructions  qu'elles  exigent;  elles  ne  peuvenl 
attendre  cet  achèvement  que  de  la  Géométrie.  La  question  d'Optique 
résolue  dans  ce  travail  en  est  un  exemple. 

DD  POINT  REPRÉSENTATIF  d'un  ÉLÉMENT  DE  SURFACE  RÉGLÉE. 

Dans  mon  Mémoire  Sur  1rs  pinceaux  de  droites  (3 )  j'ai  montré 
comment,  au  moyen  d'une  droite  auxiliaire,  on  peut  représenter  la  loi 
de  variation  des  plans  tangents  à  une  surface  réglée  pour  les  différents 
points  d'une  génératrice  de  cette  surface.  Celle  droite  auxiliaire  est 
relative  à  un  point  pris  comme  origine  sur  cette  génératrice  et  change 
en  même  temps  que  ce  point;  mais  toutes  les  droites  auxiliaires  rela- 
tives aux  différents  points  d'une  génératrice  passent  par  un  même 
point . 

(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences.  icv  semestre  i84^>.  M.  Ki- 
baucour  s'est  aussi  occupé  du  même  cas  particulier,  mais  on  ne  connaît  de  son 
travail  que  l'annonce  qu'il  en  a  faite  en  1873  dans  sa  Notice  sur  ses  travaux  ma- 
thématiques. 

(2)  Je  n'ai  pas  parlé  des  travaux  «le  Gergonue,  Quetelet,  Sarrus,  de  La  Rive, 
Timmermans,  etc.,  qui  ne  se  rattachent  pas  directement  au  problème  que  j'avais 
en  vue.  Un  travail  sur  les  courbes  et  surfaces  caustiques,  analogue  à  la  belle 
dissertation  du  D1  O.  Bôklen  sur  la  surface  de  Tonde  (Reutlingen,  1 88 1  )  serai  t 
utile  aussi  bien  aux  physiciens  qu'aux  géomètres. 

(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  2e  série.  1.  W  II.  1872. 
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Ces  droites  auxiliaires   sont   respectivement  perpendiculaires   aux 
droites  qui  joignent  ce  point  aux  différents  points  pris  comme  origine 


sur  la  génératrice. 


Une  génératrice  d'une  surface  réglée  étant  donnée,  il  suffit  donc  de 
lui  adjoindre  ce  seul  point  pour  pouvoir  déterminer  les  plans  tangents 
à  la  surface  réglée.  Le  point  qu'il  faut  ainsi  adjoindre  à  une  généra- 
trice, je  l'appelle  point  représentatif  de  l'élément  de  la  surface  réglée 


le  long  de  cette  droite. 


Avant  d'en  faire  usage,  je  vais  montrer  comment  on  y  arrive  directe- 
ment, ce  qui  dispensera  de  recourir  à  des  Mémoires  antérieurs. 

Soient  (G)  une  surface  gauche  et  G  (fig.  i)  une  de  ses  génératrices 


Fis.    i. 


/ i_* 


que,  pour  l'explication,  je  suppose  placée  verticalement.  Menons  un 
plan  par  G  et  faisons-le  tourner  autour  de  cette  droite  de  façon  que  sa 
trace  sur  un  plan  horizontal  de  projection  tourne  dans  le  sens  direct 
de  rotation  d'une  droite  sur  un  plan.  Ce  plan  touche  (G)  successive- 
ment en  des  points  qui,  je  suppose,  s'éloignent  dn  plan  horizontal, 
c'est-à-dire  vont  en  s'élevant  sur  G. 

Appelons  c  le  point  central  de  (G)  sur  G,  k  le  paramètre  de  distri- 
bution des  plans  tangents  à  (G)  pour  G,  a  un  point  distant  de  c  de  la 
longueur  /,  et  0  l'angle  que  le  plan  tangent  en  a  fait  avec  le  plan  cen- 
tral ;  on  a 

tango  =  r 
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Sur  un  plan  quelconque  mené  par  G,  et  que  nous  prenons  pour  plan 
de  la  figure,  élevons  au  point  c  une  perpendiculaire  à  G.  Portons  sur 
cette  droite  le  segment  cy  égal  à  k  et  menons  la  droite  y  a. 

Dans  le  triangle  cya  on  a 

l 
tangcya  =  t- 

En  rapprochant  cette  égalité  de  la  précédente,  on  voit  que  l'angle  cyà 

esl  égal  à  0. 

De  môme,  pour  un  autre  point  b  de  G,  on  a  l'angle  cyb  qui  repré- 
sente l'angle  0'  que  le  plan  tangent  en  b  à  (G)  fait  avec  le  plan  cen- 
tral. 

L'angle  ayb,  qui  est  égal  à  0  —  0,  est  alors  égal  à  l'angle  que  font 
entre  eux  les  plans  tangents  en  a  et  b.  On  a  ainsi  ce  théorème  connu  : 

L'angle  sous  lequel  on  voit  du  point  y  un  segment  ab  de  ( \  est 
égal  à  l'angle  que  font  entre  eux  les  plans  tangents  à  (G)  aux 
points  a  et  b. 

llemarquons  que  la  droite  du  plan  de  la  figure  qui,  tournant  autour 
du  point  y,  passe  successivement  parles  points  a,  b,  . ..,  tourne  dans 
le  sens  direct  comme  la  trace  horizontale  du  plan  qui  touche  successi- 
vement (G)  aux  points  a,  b,  . ..  (').  La  figure  formée  par  les  droites 
y  a,  yb  peut  donc  servir  à  représenter  la  figure  formée  par  les  traces 
horizontales  des  plans  tangents  en  a,  b,  — 

Si  le  plan  mené  par  G,  tournant  toujours  dans  le  môme  sens,  touche 
successivement  G  en  des  points  qui  se  rapprochent  du  plan  horizontal 
de  projection,  on  a  encore  la  représentation  de  la  figure  formée  par 
les  traces  horizontales  de  ce  plan  dans  ses  diverses  positions,  à  la  condi- 
tion  de  placer  y,  par  rapport  à  G,  symétriquement  à  sa  première 
position. 

L<-  point  y  est  le  point  représentatif  de  l'élément  de  (G)  le  long 

de  <;. 


(')  Le  plan  do  la  figure  est  un  plan  de  front  devant  le  spectateur  cl  le  plan 
horizontal  est  au-dessous  de  ce  spectateur. 
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D'après  ce  qui  précède,  on  doit  le  choisir  sur  la  perpendiculaire 
élevée  à  G  du  point  central  à  une  distance  k  de  ce  point,  de  façon  que 
les  droites  qui  vont  du  point  représentatif  successivement  aux  diffé- 
rents points  de  G  représentent,  y  compris  le  sens  de  la  rotation,  la 
figure  formée  par  les  traces  du  plan  qui  touche  (G)  successivement  en 
ces  différents  points. 

La  connaissance  des  plans  tangents  à  (G)  en  trois  points  de  G  suffit 
pour  déterminer  le  point  représentatif  relatif  à  cette  droite  et  par  suite 
pour  déterminer  tous  les  plans  tangents  qui  passent  par  G. 

Afin  de  familiariser  le  lecteur  avec  l'emploi  du  point  représentatif, 
je  vais  donner,  à  l'aide  de  ce  point,  des  démonstrations  nouvelles  de 
propriétés  relatives  à  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  et  utiles 
d'ailleurs  par  la  suite. 

EMPLOI  DU  POINT  REPRÉSENTATIF  DANS  LA  THÉORIE 
DE  LA  COURRURE  DES  SURFACES. 

Je  vais  exposer  cette  théorie  en  supposant  préalablement  démontré 
le  théorème  suivant  : 

A  partir  d'un  point  o  sur  une  surface  (S),  on  trace  des  courbes 
quelconques.  Les  normalies  à  (S),  qui  ont  ces  courbes  pour  direc- 
trices, sont  tangentes  entre  elles  en  deux  points  de  la  normale  N  en  o 
à  (S).  Leurs  plans  tangents  communs  en  ces  points  sont  rectangu- 
laires. 

On  en  déduit  facilement  le  théorème  de  Meusnier  et  Ton  voit  aussi 
que  : 

Si  l'on  considère  une  normalie  qui  a  pour  directrice  une  courbe  E, 
tracée  sur  S  à  partir  du  point  o,  le  plan  normal  à  (S),  qui  est  lan- 
gent en  o  à  E,  est  normal  à  cette  normalie  en  un  point  qui  est  le 
centre  de  courbure  de  la  section  qu'il  détermine  dans  (S). 

C'est  en  partant  de  là  que  je  vais  d'abord  résoudre,  au  moyen  d'un 
point  représentatif,  le  problème  suivant  : 

Construire  le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  dans  une  sur- 
face (S)  par  un  plan  qui  lui  est  normal. 
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Soient  toujours  E  une  courbe  tracée  sur  (S),  o  un  point  de  cette 
courbe,  N  la  normale  en  ce  point  à  S.  Prenons  pour  plan  de  la  ligure 
le  plan  normal  à  (S)  qui  est  tangent  à  E  en  o,  c'est-à-dire  le  plan  qui 
détermine  la  section  pour  laquelle  nous  cherchons  le  centre  de  cour- 
bure correspondant  au  point  o.  Appliquons  le  théorème  précédent  ;  pour 
cela,  considérons  la  normalie  (N)  à  (S)  dont  la  directrice  est  E.  Ap- 
pelons y,  et  y2  (  fig-  2)  les  points  de  N  où  se  touchent  toutes  les  nor- 
males à  S  dont  les  directrices  partent  du  point  o.  Soit  y  le  point  re- 

Fig.  2. 


\9 
Ne" 


présentatif  de  cette  normalie  pour  la  génératrice  N;  ce  point  est  tel  que 
l'angle  y,yy.>  est  droit,  puisque  les  plans  tangents  à  (N)  aux  points  y,, 
v2  sont  rectangulaires.  11  suffit  d'élever  en  y  la  perpendiculaire  y/  à  yo 
pour  avoir  en  /  sur  N  le  point  de  contact  avec  (N)  du  plan  mené  par 
\  perpendiculairement  au  plan  tangent  en  0  à  cette  normalie.  Ce 
point  /  est  alors  le  centre  de  courbure  demandé. 

Lorsque  Ton  considère  les  différentes  normalies  à  (S)qui  contiennent 
N,  on  a  des  points  représentatifs,  tels  que  y,  qui  sont  toujours  sur  la 
circonférence  décrite  sur  y,y_,  comme  diamètre.  La  construction  pré- 
cédente, lorsqu'on  emploie  ces  différents  points  représentatifs,  montre 
comment  varient  les  rayons  de  courbure,  tels  que  o/,  c'est-à-dire  les 
rayons  de  courbure  des  différentes  sections  faites  dans  (S)  par  des 
plans  menés  par  N.  Elle  montre  que  le  rayon  de  courbure  est  maxi- 
mum lorsqu'il  est  égal  à  oyn  et  minimum  lorsqu'il  est  égal  à  oy2. 
Les  points  y,,  y2  sont  les  centres  de  courbure  principaux  de  (S)  pour 
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le  point  o  et  les  plans,  dont  les  sections  ont  ces  points  pour  centres  de 
courbure,  sont  les  plans  des  sections  principales  de  (S). 

Remarques.  —  Le  théorème  relatif  aux  normalies,  rappelé  précé- 
demment, peut  maintenant  être  énoncé  ainsi  : 

Les  normalies  à  (S),  dont  les  directrices  partent  d'un  même 
point  o,  sont  tangentes  entre  elles  aux  centres  de  courbure  princi- 
paux de  (S)  relatifs  à  ce  point  et  leurs  plans  tangents  communs, 
qui  sont  rectangulaires,  sont  les  plans  des  sections  principales  de 
(S)  en  o. 

Le  plan  de  la  section  principale,  dont  le  centre  de  courbure  est  y,, 
est  le  plan  tangent  commun  aux  normalies  au  point  y2  et  de  même  pour 
l'autre  plan  de  la  section  principale. 

La  section  normale  à  (S),  dont  le  centre  de  courbure  est  /,  fait  avec 
le  plan  delà  section  principale,  dont  le  centre  de  courbure  est  y,,  un 
angle  égal  à  y2yo. 

Revenons  à  la  construction  du  centre  de  courbure  /.  Nous  venons 
de  remarquer  que  l'angle  y2yo  est  égal a  l'anglc  que  le  plan  de  la  sec- 
tion normale  dont  le  centre  de  courbure  est  /  fait  avec  le  plan  de  la 
section  principale  dont  le  centre  de  courbure  est  y,.  Supposons  connu 
cet  angle,  que  nous  appellerons  cp,  ainsi  que  les  rayons  de  courbure 
principaux  oy,,  oy2.  Ces  éléments  suffisent  pour  construire  /.  On  peut, 
en  effet,  construire  ce  point  après  avoir  déterminé  y  à  la  rencontre  de 
la  circonférence  décrite  sur  y,y2  comme  diamètre  et  du  segment  ca- 
pable de  l'angle  tp  décrit  sur  oy2. 

Modifions  cette  construction.  Prolongeons  y/  jusqu'aux  points  c,,  c2, 
où  cette  droite  rencontre  les  perpendiculaires  élevées  des  points  y,,  y. 
à  N.  Les  quatre  points  cn  y,,  y,  o  sont  sur  la  circonférence  décrite  sur 
cKo  comme  diamètre,  et  les  points  o,  y2,  y,  c2  sont  sur  la  circonférence 
décrite  sur  oc2  comme  diamètre.  Au  moyen  de  ces  circonférences  on 
voit  que  l'angle  y,  oc,  est  égal  à  l'angle  yfyc(,  et  que  l'angle  c2oy2  est 
égal  à  l'angle  ^yy2-  Il  résulte  de  là  que  l'angle  c.2oct  est  droit,  et,  en 
outre,  que  l'angle  y,  oc,  est  égala  o.  On  a  alors  la  construction  sui- 
vante pour  déterminer  le  centre  de  courbure  d'une  section  normale. 
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On  donne  N,  les  centres  de  courbure  principaux  y,,  7,  ê*  l'angle  o 
que  le  plan  de  la  section  normale,  dont  on  cherche  le  rayon  de  cour- 
bure, fait  avec  le  plan  de  la  section  principale  dont  le  centre  de 
courbure  esiy4.  On  mène  la  droite  oc,  qui  fait  avec  N  l'angle  ©,  et 
l'on  élève  à  cette  droite  la  perpendiculaire  oc2.  Les  droites  oc,,  oc2 
remontrent  en  c,  et  c2  les  perpendiculaires  élevées  des  points  y,,  y2 
à  N  :  la  droite  ctc2  coupe  N  au  centre  de  courbure  l  cherché. 

Remarque.  —  Le  point  représentatif  y  est  au  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  point  o  sur  la  droite  c,  c2. 

Relation  d'Euler.  —  En  partant  de  la  construction  que  nous  ve- 
nons de  trouver,  il  est  facile  d'établir  la  relation  d'Euler.  On  y  arrive 
aussi  de  la  manière  suivante  en  faisant  usage  du  point  représentatif  y. 

On  a 

aire  y,  yy2  =  aire  y,  y/  h-  aire  /yy2  ; 

par  suite, 

yy,  x  yy2  =  yy,  x  y/cosç  h-  y/  x  yy2  sin«p, 
d'où 

1  cos<p         sino 

Désignons  oy  par  p,  yy,  par  R,  et  yy2  par  R2.  On  a 

.            .          ,           sinvoJ        cosep            sinvol        sinop 
y/  =  p  sinyo/,         — ! —  =  -vt'        =  ~u~  5 

substituant  clans  la  relation  précédente,  il  vient 

1 cos2tp         sin2<p 

p  Ht  H2 

qui  est  la  relation  d'Euler. 

/{(•marque.  —  La  démonstration  dont  nous  venons  de  faire  usage 
montre  que,  si  l'on  a  un  angle  droit  y,yy2>  dont  le  côté  yy2  fait  avec 
une  droite  yo  un  angle  cp,  on  a 

1  cos2<j>         sin2cp 

ol  07,  O^j 
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Indicatrice.  —  Remplaçons,  dans  la  relation  d'Euler,  p  par  \d,  R, 
par  ~ka  ,  R2  par  \b   et  supprimons  le  facteur  \;  il  vient 


—  •> 

b 


équation  en  coordonnées  polaires  d'une  conique  dont  les  demi-axes 
sont  a  et  b. 

Construisons  cette  courbe  sur  le  plan  tangent  (T)  à  (S)  au  point  o, 
de  façon  que  son  centre  soit  en  ce  point  et  que  son  grand  axe  soit  dans 
le  plan  de  la  section  principale  dont  le  centre  de  courbure  est  y, .  Le 
rayon  de  courbure  d'une  section  normale  à  (S)  au  point  o  est  alors 
proportionnel  au  carré  du  diamètre  de  cette  conique  qui  est  dans  ce 
plan.  Cette  conique  est  l'indicatrice  de  Dupin. 

Théorème.  —  La  tangente  en  un  point  o  de  la  directrice  d'une 
normalie  à  (S)  et  la  trace  du  plan  central  de  cette  normalie  sur 
le  plan  (T),  langent  en  o  à  (S),  sont  deux  diamètres  conjugués  de 
l'indicatrice  de  (S)  en  o. 

Fig.  3. 


Y£=— -c 


i       \      ' 


4,- 


La  normalie  a,  je  suppose  {fig-  3),  pour  point  représentatif  le  point  y. 
Le  pied  c  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  y  sur  N  est  le  point  central 
de  cette  normalie  pour  cette  génératrice.  Les  droites  yyn  yy2,  yc,  y° 
forment  une  figure  égale  à  la  figure  qu'on  obtient  en  prenant  sur  (T) 
les  axes  de  l'indicatrice,  la  trace  du  plan  central  et  la  tangente  en  o  à 
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la  directrice  de  la  normalie.  Imaginons  alors  que,  au  lieu  de  tracer  l'in- 
dicatrice de  (S)  sur  (T),  on  trace  celte  courbe  sur  le  plan  de  la  figure 
en  lui  donnant  des  dimensions  telles  quelle  passe  par  le  point  o,  son 
centre  étant  on  y  et  son  grand  axe  dirigé  suivant  yy2.  Appelons  tou- 
jours ~ct  et  1)  les  demi-axes  de  cette  conique. 
On  a,  puisque  c'est  une  indicatrice, 


—  2 


Cette  relation  montre  que  N  est  la  normale  en  o  à  cette  conique  :  par 
suite,  yc,  qui  lui  est  perpendiculaire,  est  parallèle  à  la  tangente  en  o  à 
celle  courbe. 

Les  droites  yc  et  fo  sont  donc  deux  diamètres  conjugues  de  L'indi- 
catrice, et  le  théorème  est  démontré. 

Ce  théorème,  comme  l'on  sait,  permet  de  démontrer  très  facilement 
le  théorème  des  tangentes  conjuguées. 

Hayon  de  courbure  de  la  courbe  de  contour  apparent  d'une  sur- 
face. —  On  va  voir  encore  combien  l'emploi  du  point  représentatif 
rend  facile  la  détermination  de  ce  rayon  de  courbure. 

Circonscrivons  à  la  surface  donnée  (S)  un  cylindre  dont  les  généra- 
trices soient  perpendiculaires  au  plan  de  projection.  Appelons  E  la 
courbe  de  contact  de  ce  cylindre  et  de  (S)  et  E'  la  trace  de  ce  cylindre 
sur  le  plan  de  projection.  Comme  la  courbe  E'  reste  la  même  à  quelque 
distance  que  Ton  transporte  ce  plan  de  projection,  parallèlement  à  lui- 
même,  faisons  passer  ce  plan  par  le  point  o  de  E.  C'est  pour  ce  point  o 
que  nous  allons  chercher  le  centre  de  courbure  de  E',  qui  est  la  ligne 
de  contour  apparent  de  (S)  sur  le  plan  de  projection.  Considérons  la 
normalie  (N)  à  (S),  qui  a  pour  directrice  E.  Les  génératrices  de  cette 
normalie  soûl  parallèles  au  plan  de  projection  et  se  projettent  suivanl 
les  normales  à  E'. 

l 'relions  la  génératrice  N,  de  (N),  qui  est  infiniment  voisine  de  N. 
et  le  pied  <■  sur  N  de  la  perpendiculaire  commune  à  celle  droite  et  à  N,. 
Le  point  c,  qui  n'est  autre  que  le  point  de  rencontre  de  deux  normales 
à  L ',  qui  sont  infiniment  voisines,  esl  le  centre  de  courbure  demandé. 
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On  voit  ainsi  que  ce  centre  de  courbure  est  le  point  central  de  (N)  sur 
N,  et  que  le  plan  central  relatif  à  cette  droite  est  perpendiculaire  au 
plan  de  projection. 

Soient  (fig.  4)  N  la  normale  en  o  à  (S),  y,,  y2  lcs  centres  de  cour- 


Fig.  /j. 


_  r, 


'Y 


bure  principaux,  y  le  point  représentatif  de  l'élément  de  (N)  le  long 
de  N  et  c  le  point  central  situé  sur  N. 

L'angle  y2yc  est  l'angle  compris  entre  le  grand  axe  de  l'indicatrice 
en  o  et  le  plan  central,  c'est-à-dire  que  c'est  l'angle  des  projetantes 
avec  ce  grand  axe. 

Désignons-le  par  ty.  On  voit  sur  la  figure  que  yy,  o  est  égal  à  ^;  par 
suite,  on  a  cette  construction  :  Onmène^^f,  de  façon  que  l'angle  yy,  o 
soit  égal  à  '\i.  Cette  droite  rencontre  en  un  point  y  la  circonférence 
décrite  sur  y,y2  comme  diamètre  :  la  projection  de  y  sur  \  est  h' 
centre  de  courbure  cherché. 

On  a 

y2c  =  yctang'j*  =  cy,  tang2^. 

Désignons  par  R  le  rayon  de  courbure  oc\  cette  relation  peut  s'écrire 

R-R2=(R1-R)tang2^ 
ou,  en  développant, 

R  =  R,  sin2'^  -h  R2  cos2^. 

Joûrn.  de  Math.  (4*  série).  Tome  II.  —  Fasc.  I,   188G  «J 
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Telle  est  la  relation  qui  lie  Je  rayon  de  courbure  de  la  courbe  de  con- 
tour apparenl  aux  cléments  de  courbure  de  (S). 


REPRESENTATION    PLANE    D  UN    PINCEAU. 

Les  différents  éléments  de  normalies  qui  appartiennent  à  un  pinceau 
de  normales  à  une  surface  (S)  peuvent  être  représentes  chacun  par 
leur  point  représentatif,  et,  comme  de  chacun  de  ces  points  on  doit 
voir  sous  un  angle  droit  le  segment  compris  entre  les  centres  de  cour- 
bure principaux  y,,  y2  de  (S),  ces  points  représentatifs  appartiennent 
à  la  circonférence  G  décrite  sur  le  segment  yty2  comme  diamètre. 
Pour  fixer  la  position  du  pinceau  par  rapport  à  un  plan  fixe,  mené  par 
la  normale  N  (Jig.  5),  que  nous  prenons  pour  plan  de  la  ligure,  sup- 


V 


Y. 
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posons  donné  l'angle  w  dont  il  faut  taire  tourner  le  plan  langent  com- 
mun en  y,,  aux  normalies  pour  amener  ce  plan  à  coïncider  avec  le  plan 
fixe  de  la  figure.  Menons  la  droite  y,p  qui  l'ail  a\ecy,y2  cet  angle  ta. 
I  ne  normalie,  qui  louche  le  plan  de  la  ligure  au  point  arbitraire  a.  a 
pour  point  représentatif  le  point  de  rencontre  y  de  va  avec  C,  car  il 
résulte  bien  de  cette  construction  que  l'angle  y2yr/  est  égal  a  û>.  Le 
point  c,  qui  est  fixe  sur  C,  permet  donc  d'avoir  immédiatement  le 
poinl  représentatif  de  l'élément  de  normalie  qui  touche  le  plan  de  la 
ligure  en  un  point  donné  de  N. 
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//  suffit  donc  de  la  circonférence  C,  dont  le  centre  est  sur  N,  et 
du  point  r  marqué  sur  C  pour  représenter  de  forme  et  de  position 
le  pinceau  de  normales  ('). 

Reprenons  l'élément  de  normalie  représenté  par  y;  menons  la  droite 
qui  joint  le  point  o  de  N  au  point  y  :  elle  coupe  en  .s-  la  circonfé- 
rence C. 

Joignons  le  point  s  au  point  t,  situé  à  la  rencontre  de  C  et  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  c  sur  N.  L'angle  vts  est  égal  à  l'angle  «yo; 
par  conséquent  il  est  égal  à  l'angle  que  le  plan  tangent  en  o  à  la  nor- 
malie fait  avec  le  plan  de  la  figure.  Le  point  /,  comme  le  point  c,  esl 
fixe  sur  C  et  peut  être  employé  pour  tous  les  éléments  de  normalies 
du  pinceau  de  normales. 

Remarquons  que  les  droites  qui  partent  du  point  /,  telles  que  /.s-,  et 
relatives  aux  différents  éléments  de  normalies  du  pinceau  forment  une 
figure  qui  est  égale  à  la  figure  formée,  sur  un  plan  mené  en  o  perpen- 
diculairement à  N,  parles  traces  des  plans  tangents  en  o  à  Ions  ces 
éléments  de  normalies. 

Il  y  a  encore  un  point  fixe  de  C  dont  nous  ferons  usage,  c'est  Je 
point  u  de  cette  circonférence  qui  est  diamétralement  opposé  à  v.  La 
droite,  qui  joint  ce  point  u  au  point  représentatif  y  d'un  élément  de 
normalie,  coupe  N  au  point  b  où  cet  élément  est  normal  au  plan  de  la 
figure,  car  l'angle  bya  est  droit. 

Tout  ce  que  je  viens  d'expliquer  pour  un  pinceau  de  normales 
s'étend  à  un  pinceau  quelconque  en  vertu  des  propriétés  de  ce  pin- 
ceau (a).  Un  pareil  pinceau  est  toujours  représenté  par  une  circonfé- 
rence sur  laquelle  on  marque  un  point  fixe.  Ce  point  dépend  de  l'orien- 
tation du  pinceau  par  rapport  à  un  plan  fixe  mené  par  le  rayon  du 
pinceau.  Pour  fixer  cette  orientation,  on  se  donne  l'angle  dont  il  faui 
faire  tourner  l'un  des  plans  principaux  du  pinceau  pour  amener  ce 
plan  à  coïncider  avec  le  plan  fixe. 


(')  J'ai  déjà  donné  ce  mode  de  représentation  dans  une  Communication  faite 
à  l'Académie  îles  Sciences  le  9  juin  187g. 

(  2)    Voir  mon  Mémoire  Sur  les  pinceaux  de  droites. 
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PREMIÈRE     CONSTRUCTION     PLANE     DES     ELEMENTS 
DES    SURFA.CES    CAUSTIQUES. 

Cette  construction  csl  obtenue  en  appliquant  la  méthode  générale 
don L  j'ai  déjà  fait  usage  pour  déterminer  les  éléments  de  courbure  de 
la  surface  de  l'onde  (').  Cette  méthode  consiste,  pour  l'étude  des 
transformations  des  pinceaux,  à  rechercher  la  correspondance  qui 
existe  entre  leurs  représentations  planes  (2). 

Voici  l'énoncé  du  problème  d'Optique  que  je  vais  résoudre  : 

Etant  donnés  les  éléments  d'un  pinceau  quelconque  de  rayons 
lumineux  incidents  et  les  éléments  de  courbure  de  la  surface  sépa- 
ratrice des  milieux  traversés  par  ces  rayons,  déterminer  les  élé- 
ments du  pinceau  formé  par  ces  rayons  après  leur  réfraction. 

Appelons  (S)  la  surface  séparatrice  des  milieux. 

Un  rayon  incident  I  rencontre  (S)  au  point  o,  et  il  est  réfracté  sui- 
\ant  le  rayon  R.  Le  plan  des  droites  I  et  R  contient  la  droite  N,  nor- 
male en  o  à  (S),  cl  l'on  a,  quel  que  soit  le  rayon  incident, 

sin(I,  N) 
•    ,V  m    —  const. 

Sin(R,  N) 

(  lette  constante  est  l'indice  de  réfraction  que  nous  désignerons  par  X. 
Nous  désignerons  par  i  l'angle  (I,  N)  et  par  r  l'angle  (  II.  N). 

Prenons  pour  plan  de  X^fig.  G  le  plan  des  trois  droites  I,  lî.  N. 
Représentons  le  pinceau  [N]  des  normales  à  (S)  dont  les  pieds  sont 
aux  points  infiniment  voisins  de  o,  parla  circonférence  C  sur  laquelle 
est  marqué  le  point  v.  Représentons  de  même  par  C  et  r  le  pin- 
ceau 1 1 1  des  rayons  lumineux  incidents. 

(')  Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  séances 
des  ■>,  9  et  1 6  juin  1879,  ainsi  que  le  Volume  publié  en  Italie,  par  MM.  Gremona 
el   Beltrami  en   mémoire  <le  Chelini,  sous  le  titre   de  Collée tanea   mathema- 

I  ira . 

(2)  Elle  s'étend  naturellement  à  toutes  les  transformations  des  figures  ■  !<•  l'es- 
pace dont  on  connaîtrait  la  représentation  plane. 
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Pour  résoudre  notre  problème,  nous  nous  proposons  de  construire, 
pour  le  pinceau  [R]  des  rayons  réfractés,  la  circonférence  C"  et  le 
point  v"  qui  le  représentent. 

Appelons  (I)  une  surface  élémentaire  du  pinceau  [I].  A  celte  sur- 
face correspond  un  élément  de  normalie  (N)  cl  une  surface  élémen- 
taire (R).  Ce  que  nous  allons  d'abord  chercher,  c'est  le  point  repré- 
sentatif y"  de  (R)  qui  correspond  au  point  représentatif  y'  de  (T  ). 

Fig.  6. 


Pour  construire  y",  déterminons  en  trois  points  de  R  les  plans  tan- 
gents à  la  surface  élémentaire  (R). 

Ces  trois  points  sont  le  point  o,  le  point  pour  lequel  (R)  est  tan- 
gent au  plan  de  la  figure,  et  le  point  pour  lequel  cette  surface  élémen- 
taire est  normale  au  plan  de  la  figure. 

Nous  conservons  pour  le  pinceau  |N]  les  notations  employées  pré- 
cédemment lorsqu'il  s'est  agi  de  la  représentation  plane  d'un  pinceau. 


\.      M  AN  M  [El. M. 


Pour  le  pinceau  1 1 1.  qous  prenons  les  mêmes  notations  avec  des  lettres 
marquées  d'un  accent,  el  enfin,  pour  le  pinceau  [R],  nous  prenons 
encore  les  mêmes  lettres  marquées  de  deux  accents. 

La  surface  élémentaire  (  I  )  '''tant  représentée  par  le  point  y',  menons 
la  droite  oy';  die  coupe  C  an  point  s'  :  l'angle  v't's'  est  alors  égal  à 
l'angle  que  le  plan  tangent  en  o  à  (I)  fait  avec  le  plan  de  la  figure. 

Cherchons  toul  de  suite  les  angles  analogues  pour  (N)  et  (R). 

D'un  poinl  arbitraire  q  de  la  perpendiculaire  élevée  en  o  à  N,  abais- 
sons  sur  I  ei  \{  les  perpendiculaires  qp',  qp".  Du  point  jï  menons  />  // 
parallèlement  à  l's'.  Cette  droite  rencontre  en  h'  la  perpendicu- 
laire qh'  à  y//,  et  le  segment  qh'  est  égal  à  la  portion  de  la  perpendi- 
culaire menée  du  point  q  au  plan  de  la  figure  et  comprise  entre  ce  plan 
ci  le  plan  tangent  en  o  à  (l).  Il  suffit  maintenant  de  porter  sur  la 
perpendiculaire  q//  à  oq  et  sur  la  perpendiculaire  qh''  à  qp"  des  seg- 
ments égaux  à  qh'  pour  avoir  les  angles  qoh,  qp"h"  que  les  plans 
tangents  en  o  à  (N )  et  à  (R)  font  avec  h'  plan  de  la  figure. 

Appelons  I,  le  rayon  lumineux  infiniment  voisin  de  I  qui  détermine 
avec  ce  rayon  la  surface  élémentaire  (I).  La  droite  I,  rencontre  (S) 
au  point  on  d'où  partent  la  normale  \,  à  (S)  cl  le  rayon  réfracté  R,. 
Les  trois  droites  Tn  N,,  R,  sont  dans  un  même  plan  qui  est  la  nou- 
velle position  du  plan  (I,  R,  N)  lorsque  le  point  o  est  venu  en  ot. 

Le  déplacement  du  plan  (I,  R,  N)  donne  lieu  à  une  caractéristique 
qui  est  la  droite  d'intersection  de  ce  plan  et  du  plan  (In  R,,  IN,). 
(Vile  caractéristique  contient  les  points  a,  a',  a"  où  le  plan  de  la 
ligure  louche  les  surfaces  élémentaires  ( A  ),  (  I),  (R)  ('). 

<  )n  voit  ainsi  que  : 

Les  surfaces  élémentaires  correspondantes  touchent  le  plan  de  la 
figure  en  des  points  qui  appartiennent  à  une  menu-  droite . 

La  surface  (I)  touclie  le  plan  de  la  figure  au  poinl  a  où  c'y  ren- 
contre I.  Pour  avoir  le  point  a,  où  la  normalie  (  \)  louche  ce  même 
plan,  menons  du  point  /  la  droite  ts  parallèlement  à  oh  (afin  de  con- 
struire l'angle  vts  égal  à  l'angle  que  le  plan  tangent  en  o  à  \  l'ail  avec 


(')   Voir  mon  Cours  de  Géométrie  descriptive,  iTO  édition,  |>.  277. 
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le  plan  de  la  figure).  Joignons  le  point  s  au  point  o.  Celle  droite  ren- 
contre C  au  point  y  qui  est  le  point  représentatif  de  L'élément  de  nor- 
malie  (N).  Cette  construction  est,  en  effet,  la  construction  inverse  de 
celle  qui  donnerait  l'angle  vis  si  le  point  y  était  donné.  Ayant  con- 
struit le  point  y,  on  mène  la  droite  py  :  elle  coupe  la  droite  N  au  point  a 
demandé . 

D'après  le  théorème  qui  vient  d'être  démontré,  la  droite  aa  ren- 
contre R  au  point  a"  où  (R)  touche  le  plan  de  la  figure.  Nous  avons 
ainsi  construit  sur  R  un  point  a'%  qui  est  le  deuxième  pour  lequel 
nous  connaissons  le  plan  tangent  à  (R).  Le  point  o  était  le  premier 
pour  lequel  on  connaissait  le  plan  tangent  à  celte  surface. 

Occupons-nous  maintenant  des  points  où  les  surfaces  élémentaires 
correspondantes  (N),  (I),  (R)  sont  normales  au  plan  de  la  figure. 

Le  point  où  (I)  est  normal  au  plan  de  la  figure  est  le  point  b' ',  où  la 
droite  y'w'  rencontre  I.  De  même  le  point  où  (N)  est  normal  au  plan 
de  la  figure  est  le  point  &,  où  la  droite  y u  rencontre  N.  Connaissant  b 
et  b',  nous  allons  déterminer  le  point  b",  où  (R)  est  normal  au  plan 
de  la  figure. 

Les  droites  In  N,,  R,  font  entre  elles  des  angles  tels"que 

sin(I„  N,)  =. 
sin(R1,N1) 

Les  projections  sur  le  plan  de  la  figure  des  angles  (I,N,),  (R,  N,  ) 
ne  différant  de  ces  angles  que  d'infiniment  petits  d'ordre  supérieur. 
on  a,  entre  les  sinus  des  angles  obtenus  ainsi  en  projection,  le  même 
rapport  X.  Les  points  b,  b',  b"  sont,  du  reste,  les  points  où  les  droites  I, 
R,  N  sont  respectivement  rencontrées  parles  projections  de  I,,  R,,  N,. 
En  considérant  ces  projections  sur  le  plan  de  la  figure  comme  de  nou- 
velles positions  de  I,  N,  R,  on  peut  alors  supposer  que  ces  trois  droites 
se  déplacent  sur  le  plan  de  la  figure  pour  occuper  ces  nouvelles  posi- 
tions, de  façon  que  o  se  déplace  normalement  à  N,  tandis  que  ces 
droites  touchent  leurs  enveloppes  respectivement  en  b,  b',  b";  le  rap- 
port des  sinus  des  angles  qu'elles  comprennent  restant  égal  à  X.  Les 
points  b,  b',  b"  sont  alors  liés  par  la  construction  plane  suivante  : 

Sur  le  plan  de  la  figure,  on  élève  en  b  une  perpendiculaire  à  I. 
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Du  point  où  celle  droite  coupe  N,  on  élève  une  perpendiculaire  à 
cette  (I  roi  le  Y  Cette  perpendiculaire  rencontre  I  en  un  point  que 
Von  joint  au  /mini  b.  Cette  droite  coupe  R  en  un  point  que  Von  pro- 
jette -sur  \  :  le  point  ainsi  obtenu  étant  projeté  sur  R  donne  le 
point  b"  ('). 

Nous  connaissons  donc,  pour  la  surface  élémentaire  (II)  : 

i°  Le  point  a"  où  elle  touche  le  plan  de  la  figure; 

2°  L<-  point  b"  où  elle  lui  est  normale; 

3°  L'angle  qp"h"  que  le  plan  tangent  en  o  à  cette  surface  fait  avec 
le  plan  de  la  ligure.  Nous  pouvons  alors  construire  le  point  représen- 
tatif y"  de  la  surface  élémentaire  (R). 

Ce  point  y"  doit  être  sur  la  circonférence  décrite  sur  a" b"  comme 
diamètre,  puisque  1rs  plans  tangents  en  ces  points  à  (R)  sont  rectan- 
gulaires. 

Le  point  y"  doit  être  aussi  sur  le  segment  capable  de  l'angle  qp  h 
décrit  sur  ou!' .   Mais  nous  avons   mi  précédemment,  à  propos   de  la 
courbure  des  surfaces,  comment  on  détermine  linéairement  l'inter- 
section de  ces  deux  circonférences. 

C'est  cette  construction  (pie  nous  employons  pour  déterminer  le 
point  y"  : 

Du  point  o,  on  mène  une  parallèle  àp"h"  et  une  perpendiculaire 
à  cette  droite.  Ces  deux  droites  rencontrent  respectivement  les  per- 
pendiculaires à  R  élevées  des  points  a"  et  b"  :  la  projection  du 
point  o  sur  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  donne  le  point  y". 

En  partant  du  point  représentatif  y'  d'une  surface  élémentaire  du 
pinceau  1 1 1,  nous  sommes  arrivés  au  point  représentatif  y"  de  la  sur- 
face élémentaire  correspondante  du  pinceau  [RJ.  Une  autre  surface 
élémentaire  de  1 1 1  dont  le  point  représentatif  est  y',  (2)  donnera  de  la 
même  manière  le  point  représentatif  y"  de  la  surface  élémentaire  qui 
lui  correspond  dans  le  pinceau  |  Il  |.  La  connaissance  des  deux  points 


<  '  i   Loc.  cit.,  p.  207. 

(-)   Pour  ne  pas  compliquer  la  ligure,  nous  n'avons  pas  indiqué  les  points  -;,. 

y" ,  r",  u",  ni  la  circonférence  < '■"■ 
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y"  et  y",  suffît  pour  déterminer  la  circonférence  G"  et  le  point  c"  qui 
représentent  le  pinceau  réfracté  [RJ.  Voici  comment  :  on  mène  la 
droite  a',mf  et  la  droite  analogue  a,  y"  ;  ces  deux  droites  se  coupent  au 
point  e".  On  mène  la  droite  lf"f  et  la  droite  analogue  b\  y"  :  ces  deux 
droites  se  coupent  au  point  u". 

La  circonférence  décrite  sur  u"v"  comme  diamètre  est  la  circon- 
férence C"  relative  au  pinceau  [RJ  et  le  point  v"  de  cette  courbe 
permet  d'avoir  V orientation  du  pinceau. 

La  connaissance  de  cette  circonférence  G"  entraine  la  connaissance 
des  éléments  du  pinceau  [R|.  Ainsi,  les  points  de  rencontre  de  C"  et 
de  R  sont  les  foyers  sur  ce  rayon,  et  l'angle,  sous  lequel  on  voit  d'un 
point  de  C"  le  segment  compris  entre  ces  deux  foyers,  est  égal  à  l'angle 
compris  entre  les  plans  focaux.  Ces  foyers  et  cet  angle  sont  les  éléments 
des  surfaces  caustiques  relatives  à  R.  Nous  avons  donc  résolu  le  pro- 
blème d'Optique  énoncé  précédemment. 

La  solution  que  nous  venons  d'exposer  est  absolument  générale, 
puisque  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  relativement  au  pinceau  [I  | 
en  le  représentant  par  une  circonférence  de  cercle.  Nous  verrons  plus 
loin  que  la  construction  plane  précédente  permet  de  trouver  que, 
lorsque  le  centre  de  cette  circonférence  est  sur  I,  c'est-à-dire  lorsque  1 1 1 
est  un  pinceau  de  normales,  il  en  est  de  même  du  pinceau  [R],  parce 
qu'alors  le  centre  de  la  circonférence  C"  est  sur  le  rayon  R.  Nous 
retrouverons  ainsi  le  théorème  de  Malus  et  de  Dupin,  sur  lequel  nous 
n'avons  pas  eu  besoin  de  nous  appuyer. 

Remarques  (').  —  Lorsque  le  rayon  lumineux  I  varie  déposition, 
il  en  est  de  même  de  R  et  par  suite  du  plan  (I,  R,  N).  Ce  plan  pour 
un  déplacement  de  I  a  pour  caractéristique  une  droite  telle  que  aa  a " . 
Mais,  lorsqu'on  déplace  I  de  toutes  les  manières  possibles  autour  de  la 
première  position  de  ce  rayon,  le  plan  (I,  R,  N)  reste  tangent  à  une 
surface,  et  chacun  des  déplacements  de  ce  plan  donne  lieu  à  une  carac- 
téristique qui  passe  par  le  point  de  contact  de  ce  plan  avec  celle  sur- 

(')  Ces  remarques  ne  sont  pas  uliles  pour  la  suite. 

Journ.  île  Math.  (\°  série),  tome  II.  —  Fitsc.  I,  188G.  '[ 
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lace  Donc  :  Toutes  les  droites,  telles  que  a.  a  .  a  .  passent  par  un 
même  point. 

Prenons  quatre  surfaces  élémentaires  du  pinceau  1 1],  chacune  d'elles 
louche  le  plan  de  la  ûgure  en  un  point  tel  (pie  a  .  Joignons  ces  quatre 
points  an  point  c  .  (  >s  droites  rencontrent  G'  en  des  points  tel-  (pu-  y  . 
Joignons  ces  point-  an  point  u  .  Ces  quatre  droites  déterminent  suri 
quatre  points  tels  que  b'.  Il  résulte  de  cette  construction  que  Ton  a  deux 
faisceaux  de  droites  dont  les  sommets  sont  u'  el  c  et  dont  les  droites 
correspondantes  se  coupent  sur  C  .  Les  rapports  anharmoniques  de  ces 
deux  faisceaux  sont  alors  égaux  et.  par  suite  :  les  rapports  anharmo- 
niques de  quatre  points,  iris  que  b',  .sont  égaux  aux  rapports  anhar- 
moniques de  quatre  points  tris  que  a' . 

Mai-  le  théorème  précédent  montre  que  le  rapport  anharmonique 
(\c<  points,  tels  que  a  sur  1.  est  égal  an  rapport  anharmonique  des  pointa 
correspondants  tels  que  a  sur  \  el  a'  sur  11;  donc  il  en  est  de  même 
pour  les  points  tels  que  b  sur  \  et  b    sur  11. 

Ainsi  :  Sur  1,  N,  11  les  rapports  anharmoniques  tirs  points  corres- 
pondants, tels  que  l>.  I> .  b  .  sont  égaux  entre  eux. 

Comme  le  point  0  peut  être  à  la  fois  un  point  tel  que  //.  b  .  b  .  nous 
voyons  que  : 

Les  droites  telles  que  bb  passent  par  un  même  point  et  qu'il  en 
est  de  même  pour  les  droites  telles  que  b  1)  et  pour  les  droites  telles 
que  hli  . 

appelons  y.  le  point  fixe  relatif  aux  droite-  l>/>  ,  3  le  point  fixe  relatif 
aux  droit''-  b  h   et  enfin  o  le  point  fixe  relatif  aux  droite-  bb    : 

Les  trois  points  y.  [$,  o  sont  en  ligne  droite,  car  les  triangles  tels 
que  l>l>  l>  ont  toujours  leurs  sommets  sur  les  droites  1.  \.  Il  qui  con- 
courent an  point  '/. 

La  droite  3a  coupe  Y  I.  Il  en  des  points  tels  que  b.  b  .  b  ,  comme 

il  est  facile  de  le  voir.  Si  Ton  applique  à  ces  trois  points  particuliers  la 
construction  linéaire  qui  les  relie,  on  voit  tout  de  suite  que  les  perpen- 
diculaires à  I  et  à  II.  élevées  respectivement  <les  points  particuliers  tels 
que  b  el  b  .  concourent  en  un  point  de  la  perpendiculaire  élevée  en 
o  à  \ . 
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Par  suite,  si  Ton  projette  un  point  quelconque  de  oq  sur  I  et  R,  la 
droite  qui  joint  ces  points  est  parallèle  à  aflo.  Donc  : 

La  droite  vffi  est  parallèle  à  p'p". 

Si  h-  point  tel  que  b'  est  sur  I  la  projection  d'un  point  tel  que 
b  sur  N,  le  point  b"  correspondant  est  aussi  la  projection  de  ce  point 
b  sur  R. 

Gela  résulte  immédiatement  de  la  construction  qui  lie  les  points  tels 
([Lie  b,  b',  b". 

On  peut  remarquer  que  la  droite  qui  joint  les  points  particuliers,  tels 
que  b'  et  b"  de  l'énoncé  précédent,  est  perpendiculaire  à  la  droite  at3o. 


PREMIERE    MODIFICATION    DE    LA    CONSTRUCTION    PRÉCÉDENTE. 

Les  plans  tangents  en  o  aux  surfaces  élémentaires  correspondantes 
(I),  (R),  (N)  se  coupent  suivant  une  même  droite  du  plan  (T),  tangent 
en  o  à  (S). 

Cette  remarque  va  me  permettre  de  modifier  la  construction  précé- 
dente. Pour  cela  je  vais  généraliser  le  théorème  d'où  nous  sommes 
partis  précédemment,  et,  au  lieu  de  prendre  pour  une  génératrice 
d'une  surface  réglée  les  traces  des  plans  tangents  à  cette  surface  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  cette  génératrice,  je  vais  prendre  les  traces  des 
plans  tangents  sur  un  plan  arbitraire. 

Prenons  pour  plan  de  la  fig.  7  le  plan  qui  projette  orthogonale- 
ment  la  génératrice  G  de  la  surface  réglée  (G)  sur  un  plan  fixe  quel- 
conque (T)  (').  Soient  a,  b,  c,  d  quatre  points  arbitraires  sur  G  et 
(A),  (B),  (G),  (D)  les  plans  tangents  en  ces  points  à  (G).  Construi- 
sons sur  ab  un  segment  capable  de  l'angle  compris  entre  les  traces 
de  (A)  et  de  (B)  sur  (T),  et  sur  bc  décrivons  un  segment  capable  de 
l'angle  analogue  relatif  à  (B)  et(C);  ces  deux  circonférences  se  cou- 
pent en  b  et  en  un  autre  point  y.  lui  vertu  d'un  théorème  de  Chasles, 
les  droites  ya,  yô,  yc,  yd  forment  un  faisceau  dont  les  rapports  anhar- 

(')  Les  lettres  employées  ici  ne  se  rapportent  pas  aux  notations  précédentes. 
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moniques  sont  égaux  aux  rapports  anharmoniques  du  faisceau  forme 
par  les  traces  des  quatre  plans  (A),  (B),  (C),  (D)  sur  le  plan  (T). 
Mais,  par  construction,  trois  droites  du  premier  faisceau  comprennent 


Fig.  7. 

[c 


y 


/Vf 


entre  elles  des  angles  respectivement  égaux  aux  angles  formés  par  les 
droites  correspondantes  du  deuxième  faisceau.  Ces  deux  faisceaux  sont 
alors  égaux,  et  l'angle,  sous  lequel  on  voit  cd  du  point  y,  est  égal  à 
l'angle  compris  entre  les  traces  sur  (T)  des  plans  tangents  (C)  el  (D). 
Comme  le  point  d  est  arbitraire,  on  a  alors  ce  théorème  : 

Sur  un  plan  passant  par  une  génératrice  (1  d'une  surface  ré- 
glée (G),  il  existe  un  point  d'où  l'on  voit  un  segment  quelconque 
de  (  i  sous  un  angle  égal  à  l'angle  compris  entre  les  traces,  sur  un 
plan  fixe  arbitraire,  des  plans  tangents  à  (G)  aux  extrémités  de  ce 
segment. 

C'esl  ce  point  que  nous  allons  prendre  pour  point  représentatif  de 
l'élément  de  (G)  le  long  de  G. 

En  faisant  usage  de  pareils  points  un'pinceau  est  toujours  représenté 
par  une  circonférence  de  cercle.  De  chacun  des  points  de  cette  comité 
on  voit  la  distance  focale  du  pinceau  sous  un  angle  égal  à  l'angle  com- 
pris entre  les  traces  des  plans  focaux:  du  pinceau  sur  le  plan  li\e. 

On  doit  remarquer  que  la  circonférence  qui  représente  un  pinceau 
de  normales  n'a  plus  son  centre  sur  le  rayon  du  pinceau.  Mais,  dans 
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tous  les  cas,  on  a,  comme  précédemment,  un  point  fixe  marqué  sur  la 
circonférence  pour  indiquer  l'orientation  du  pinceau. 

Reprenons  (fig.  8)  le  pinceau  [I],  ainsi  que  les  notations  précé- 
dentes, et  choisissons  pour  plan  fixe  le  plan  (T)  tangent  en  o  à  (S).  Le 
plan  de  la  figure  est  toujours  le  plan  des  trois  droites  I,  R,  N  qui  est 
perpendiculaire  à  (T).  Le  pinceau  [I]  est  représenté  par  la  circonfé- 
rence G'  et  le  point  v' .  Menons  par  le  point  v'  une  perpendiculaire 


Fig.  8. 


à  \.  Cette  droite  coupe  C  au  point  l' .  Le  point  y'  étant  le  point  repré- 
sentatif de  la  surface  élémentaire  (I),  menons  la  droite  o  y'  :  elle  coupe  O 
au  point  s'.  L'angle  v't's'  est  égal  à  Fangie  compris  entre  les  traces 
sur  (T)  du  plan  tangent  en  o  à  (I)  et  du  plan  de  la  ligure.  La  droite  v'y' 
rencontre  I  au  point  ci  où  (I)  touche  le  plan  de  la  figure.  La 
droite  y' iï  (')  coupe  comme  précédemment  I  au  point  b'  où  la  sur- 
face (I)  est  normale  au  plan  de  la  figure,  parce  que  le  plan  de  la  figure 
et  un  plan  qui  lui  est  perpendiculaire  ont  pour  traces  sur  (T)  des 
droites  perpendiculaires  entre  elles. 

Pour  déterminer  les  points  a  et  b  relatifs  à  (N)  la  construction  pré- 
cédente se  simplifie,  puisqu'il  suffit  de  mener  ts  parallèlement  à  i  s' '. 

Supposons  a"  et  b"  déterminés  comme  précédemment  et  construi- 
sons y".  Pour  cela  décrivons  sur  a"b"  une  circonférence  de  cercle 
comme  diamètre  ;  y"  est  sur  cette  courbe.  Ce  point  y"  est  aussi  sur  le  seg- 
ment capable  de  l'angle  v't's'  décrit  sur  oa" .  Nous  pouvons  déterminer 


(')  Pour  ne  pas  la  compliquer,  nous  n'avons  pas  complété  la  figure 
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le  point  de  rencontre  de  ces  deux  circonférences  comme  précédemment. 
I)u  | >oi m l  c'  abaissons  sur  R  la  perpendiculaire  v'  g\  cette  droite  coupe  C 
au  poinl  g  que  l'on  joint  au  point  s'.  Du  point  o  on  mène  une  parallèle 
à  gs'  et  une  perpendiculaire  à  cette  droite.  Ces  deux  droites  rencon- 
trenl  respectivement  les  perpendiculaires  à  R  issues  des  points  a"  el  // 
en  des  points  que  Ton  joint  par  une  droite  :  la  projection  de  o  sur 
cette  droite  est  le  point  y"  cherché.  Après  avoir  déterminé  un  autre 
poinl  représentatif,  tel  que  y",  la  solution  s'achève  comme  précédein- 


DEUXIEME  CONSTRUCTION  PLANE  DES  ELEMENTS 
DES  SURFACES  CAUSTIQUES. 

I  (éprenons  {fig.  9)  les  droites  I,  R,  N  sur  lesquelles  nous  avons  les 
points  en  ligne  droite  a,  a',  a"  où  les  surfaces  élémentaires  correspon- 


dantes  (1),  (R),  (N)  touchent  le  plan  (I,  R,  N)  el  [es  |i<»mls  h.  I>  J>  . 
liés  par  la  construction  reproduite  sur  la  figure,  où  ces  surface-  ><>nl 
normales  au  plan  (I.  R,  N). 

Menons  du  point  h  une  perpendiculaire  à  \  el  appelons  a  el  a*  les 
points  où  celle  droite  coupe  I  et  \\. 

I  /angle   oe'èp',  coupé  par  les  deux  transversales  I  cl  R,  donne  |  '  ) 


1 
oa! 


o$'J  sirw 


1 


1 


(')  En  vertu  d'un  théorème  connu,  énoncé  dan-   mon  Cours  </<■  Géométrie 
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Mais 


0  7.   = 


ob 


0  7. 


ob 

COS/' 


°?' 


ob' 


o$" 


ob" 


on  a  donc 

(■) 


/ cos  i        cos2  i\     i 
\   ob  ob'   J  sin  i 


COS/' 

~ôb~ 


cos-/'\      1 


ob"    /  sin  /■ 


Appelons  ç,  <p',  <p"  les  angles  compris  entre  le  plan  de  la  figure  et  les 
plans  tangents  en  o  aux  surfaces  élémentaires  correspondantes  (N), 
(I),(R);ona 

tango  =  cos  i  tango',  tango  =  cos/*  tango". 

La  formule  précédente  peut  alors  s'écrire 


oblangm         ob'  tango'/  sin  i        \ob  tango         ob"  tango"/  sin/ 


que  nous  allons  interpréter  géométriquement. 

Soient  toujours  (Jig.  io),  pour  le  rayon  I,  les  points  a'  et  b'  où  la 

Fig.   10. 


surface  élémentaire  (I)  est  respectivement  tangente  ou  normale  au  plan 
de  la  ligure,  et  y'  le  point  représentatif  de  celte  surface.  Reproduisons 


descriptive,  i1* édition,  p.  180,  et  démontré  précédemment  en  1 85-  dans  ma  bro- 
chure sur  la  Transformation  des  propriétés  métriques  des  figures  à  l'aide  de  la 

théorie  des  polaires  réciproques.  Nous  ferons  plusieurs  fois  usage  de  ce  théorème 
dans  la  suite  de  ce  Mémoire. 


\?. 
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une  figure  analogue  à  la  fig.  2  employée  à  propos  de  la  théorie  de  la 
courbure  des  surfaces.  Ici  a'y'o  est  égal  à  <p'.  La  circonférence  qui  con- 
tient  les  points  0,  y',  b'  coupe  la  perpendiculaire  élevée  en  o  àlau  point  m' 
qui  appartient  à  la  droite  y' a',  et  l'on  voit  tout  de  suite  que 

om'=  o&'tangcp'. 

De  la  même  manière  on  obtient,  pour  les  surfaces  élémentaires  i  \  | 
et  (II),  des  segments  om  et  om"  respectivement  égaux  à  oètang©  et 
ob"  tangç". 

La  dernière  formule  peut  donc  s'écrire 


(•') 


/cosi        cosA     1 
\  om  om1  J  sin  i 


cosr\     1 
om"  )  sin/ 


qui  prouve  que  : 

Si  l'on  amène  sur  om  (fig-  11),  en  les  faisant  tourna-  dans  le 


sens  direct  autour  de  o,  les  segments  om  ,  <>///' ,  et,  si  des  extrémités 
des  segments  ainsi  amenés  on  élève  des  perpendiculaires  à  om,  ces 
droites  rencontrent  respectivement  om'  et  om"  en  des  points  </ui  sont 


sur  une  même  ligne  droite  avec  m. 


Cette  liaison  des  points  m ,  m  \  m"  permet  de  construire  ni"  lorsque 
l'on  connaîl  m  el  ///'. 

Reprenons  les  deux  transversales  I  et  II  (  fig.  <)  )  qui  coupent  les  côtés 
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de  l'angle  formé  par  la  droite  aa!  et  par  la  perpendiculaire  élevée  du 
point  a  à  N,  on  a 

,'COSJ  I    \      I  /cos/-  J    \       I 

0) 


oa  oa  /  sini  \    oa  oa  J  sin/ 


Cette  formule  peut  s'écrire 

tfuiirieosj'         tances' cos  A     i  /tangtp  cos/-         tango"cos/\      i 

o<7  oa'         J  sini        \         oa  oa"         /sin/1 

Prolongeons  sur  \&fig.  10  la  droite  è'-y'  jusqu'à  sa  rencontre  //'  avec- 
la  perpendiculaire  élevée  enoàl;  on  voit  facilement  que 

tances'  i 


oa'  on' 


De  même,  pour  les  surfaces  élémentaires  (N)  et  (R),  on  a  des  points  // 
et  n"  analogues  à  n '.  La  relation  précédente  devient  alors 

cosi        cos  A     i  /cos/'         cos/-\      i 


on  on   J  siru         \   on  on    J  sin  r 

qui  montre  que  les  points  n,  n',  n!'  sont  liés  par  une  construction  ana- 
logue à  la  construction  qui  lie  entre  eux  les  points  m,  m',  m"  de  la 
fig.  1 1 .  Le  point  n"  peut  alors  se  construire  lorsque  l'on  connaît  les 
points  n  et  n' . 

Nous  allons  faire  usag'e  de  ces  points  m" ',  n";  mais,  au  lieu  de  prendre 
deux  surfaces  élémentaires  arbitraires  du  pinceau  [I],  nous  emploierons 
la  surface  élémentaire  (I)0  qui  fait  en  o  avec  le  plan  de  la  figure  un 
angle  nul  et  la  surface  élémentaire  (l)d  qui  fait  en  o  un  angle  droit  avec 
le  plan  de  la  figure. 

A  ces  surfaces  élémentaires  particulières  correspondent,  pour  les 
pinceaux  [N]  et  [R],  des  surfaces  élémentaires,  les  unes  qui  touchent 
aussi  le  plan  de  la  figure  au  point  o  et  les  autres  qui  sont  normales  aussi 
en  o  au  plan  de  la  figure. 

Nous  adoptons  les  notations  suivantes  :  les  points  ou  segments  rela- 
tifs aux  surfaces  élémentaires,  qui  font  en  o  avec  le  plan  de  la  figure  un 
angle  nul,  seront  indiqués  avec  des  lettres  marquées  de  l'indice  zéro, 

Jour/i.  de  Math.  (4e  série),  tome  II.  —  Fasc.  I,  1 885.  J 
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ei  les  points  ou  les  segments  relatifs  aux  surfaces  élémentaires  corres- 
pondantes, qui  font  en  o  un  angle  droit  avec  le  plan  de  la  figure,  seront 
indiqués  par  des  lettres  marquées  de  l'indice  d. 

Faisant  usage  de  ces  notations,  on  a  (fig.  12)  la  construction  sui- 
vante pour  déterminer  u"  et  v". 


Fie.   12. 


<  hi  joint  le  point  o  au  point  u' .  Cette  droite  coupe  C  au  point  y'd.  La 
droite  p'y^  rencontre  I  au  pointa^  et  la  perpendiculaire  élevée  du  point  o 
à  I  au  point  m'd.  On  détermine  de  même  sur  N  le  point  ad  et  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  en  o  à  N  le  point  md. 

La  droite  ada'd  rencontre  R  au  point  à'd,  et  la  connaissance  des 
points  md et  m'd  entraîne  la  connaissance  du  point  md. 

La  droite  mddd  contient  le  point  e",  et  la  perpendiculaire  abaissée 

du  point  0  sur  celte  droite  contient  u". 

On  joint  le  point  0  au  point  e',  cette  droite  coupe  G' au  point  y',.  La 
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droite  u'y'0  rencontre  I  au  point  b'0  et  la  perpendiculaire  élevée  du 
point  o  à  I,  au  point  n0.  On  détermine  de  môme  sur  N  le  point  b0  et  sur 
la  perpendiculaire  élevée  du  point  o  à  N,  le  point  n0.  , 

La  connaissance  des  points  b0  et  b'u  permet  de  construire  b"0,  comme 
nous  l'avons  dit  précédemment. 

La  droite  n"0b"0  contient  le  point  u",  et  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  o  sur  cette  droite  contient  le  point  v". 

On  a  donc  deux  paires  de  droites  qui  contiennent  les  points  u"  et 
v"  :  ces  points  sont  alors  déterminés. 

La  connaissance  des  points  u"  et  v"  entraîne,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  celle  des  foyers  et  des  plans  focaux  relatifs  au  rayon  ré- 
fracté  lî. 

Le  problème  d'Optique  est  donc  encore  ainsi  résolu  par  une  seconde 
construction  dans  le  cas  le  plus  général. 


Remarques.  —    |N]  étant  un  pinceau  de  normales,  je  dis  que 


om, 


on, 


Pour  le  démontrer,  prolongeons  ydv  (fig.  i3)  jusqu'à  sa  rencontre 


Fig 

i3. 

N 

u    ' 

^x 

/v.n 

\c 

\  \  *■«, 

60               \ 

\              N 

1 

1                 \ 

•C — 'y. >  v               ^^ 

„--'''   Y*\  ' 

-  '~                                     \ 

/ 

m,, 


an  g  avec  //y0.  La  droite  qui  joint  le  poinl  g  au  poinl  de  rencontre  de 
vu  et  de  yf/y0  est  la  polaire  du  point  o.  (  lette  droite  esl  alors  perpendi- 
culaire à  N  qui  contient  le  centre  de  C.  Cette  polaire  esl  alors  aussi 
parallèle  à  mdn0.  La  droite  N  esl  divisée  harmoniquemenl  par  cette 
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polaire,  par  Le  point  o  et  par  vg  et  wg\  Les  droites  ug,  vg,  og  et  la  po- 
laire forment  alors  un  faisceau  harmonique,  comme  mdnb  est  parallèle 
à  la  polaire  deo;  les  droites  vg,  og,  ug  déterminent  sur  mdn0  dos 
segments  égaux. 

Le  théorème  énoncé  est  ainsi  démontré. 

20  Sa  réciproque  est  vraie,  c'est-à-dire  si  omd—  on0,  alors  la  droite 
qui  joint  le  point  g  au  point  de  rencontre  de  vu  et  de  y^o  est  parallèle 
à  mdn0  et,  par  suite,  perpendiculaire  à  N;  et,  comme  elle  est  la  polaire 
do,  o,  la  droite  N  qui  lui  est  perpendiculaire  doit  contenir  le  centre  de  C. 

Supposons  maintenant  que  [I]  soit  un  pinceau  de  normales.  On  a 
alors  (fig.  12)  om'd=  o/i0,  et,  comme  omd=  on0,  on  voit  par  la  con- 
struction de  omd  et  de  on0  que  ces  deux  segments  sont  égaux.  Par  suite, 
|RJ  est  un  pinceau  de  normales,  puisque  R  doit  contenir  le  centre 
cteC"; 

L(>  théorème  de  Malus  et  de  Dupin  se  trouve  ainsi  démontré. 

3°  Dans  la  relation  (1),  remplaçons  cos2/  par  tg  *  J,  et  cosw  p 

.*,:  elle  devient 
tang2<p 

/        COS*  I  \      1       /      cos/- '  \      '      . 

(I   '    \ob  t&nçfy  ~  ob'  tang2f'/  sini        \o6  lang2o        ob"  tang*<pV  sinr' 

ajoutant  membre  à  membre  les  relations  (1")  et  (2),  on  a 
-4-.  cos  i  (    .  ,  ' 

si  il  1  |_  \où  tan; 


ar 


'<P 


oa  Ufc'tangV         o«' 


=  -^—     COS/'f-,,  -  +  —  )  —  (   -rff  ,  '     2    „  -h  — F] 

sin /•  L  \o/>iangJ<p        oa/        \oo   tang'cp  oa 

appelons  toujours  /  (fig.  G)  le  point  de  rencontre  de  N  avec  la  per- 
pendiculaire élevée  du  point  y  à  yo  et  /',  l"  les  points  analogues  sur  l 
et  R.  Nous  avons  vu,  dans  la  théorie  de  la  courbure  (\o*  surfaces,  que 

1  cos2(p         sina(p 

0/  où  oa 

d'où 

ot  sin!  -         ob  tang*<p        oa' 
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de  même 


1 


ol'  sin2»' 
1 


ob1  tans2»'         oa' 


o/"siny         ob"  tangY' 
La  relation  précédente  peut  alors  s'écrire 


1 
o~â" 


(3) 


sin  i  \o/sin'2cp         ol'  sin2cp' )         sinr  \o/sin2cp         o/"sin2©" 


cosr 


Interprétons  géométriquement  cette  relation. 

Sur  ol'  comme  diamètre  {fig.  i4)  décrivons  une  circonférence  de 


Fig.  14. 


\      v 


b'  "*•-. 


7  V 


~M 


1   '         / 


cercle.  Prolongeons  y' a'  jusqu'à  sa  rencontre  avec  cette  courbe  et  pro- 
jetons le  point  ainsi  obtenu  en  y*'  sur  I. 

On  voit  facilement  sur  la  figure  que  oj'  =  ol'  sin2cp'. 

Appelons  y  et  y"  les  points  qui,  sur  N  et  R,  sont  analogues  à  y  .  La 
relation  (3)  peut  alors  s'écrire 


I        /  COSl  I    \    _  I 

siiu  \   oj  oj' )         sin/ 


1      /cosr 


°J 


I 


qui  est  tout  à  fait  analogue  à  la  relation  (2)  et  qui  montre  que  les 
points  y,  y',  j"  sont  en  ligne  droite. 

Lorsque,  au  lieu  de  prendre  une  surface  élémentaire  (I)  quelconque, 
on  choisit  celle  qui  est  normale  en  o  au  plan  de  la  figure  el  dont  le  poinl 
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représentatif  esl   (fig.  12)  y^à  la  rencontre  de  C  avec  w'o,  alors  le 
point  /'  devient  le  point  central  relatif  à  cette  surface. 

La  propriété  générale  que  nous  venons  de  démontrer  conduit  alors 
à  ce  théorème  : 

Les  surfaces  élémentaires  correspondantes,  normales  en  o  au 
plan  de  la  figure,  ont  leurs  points  centraux  en  ligne  droite. 

4°  Hamilton  a  donné,  pour  un  pinceau  quelconque,  une  relation  que 
j'ai  démontrée  géométriquement  dans  mon  Mémoire  sur  les  pinceaux 
de  droites,  et  qui  est  tout  à  fait  analogue  à  la  relation  d'Euler  démon- 
trée précédemment. 

On  pourrait  alors  établir  l'indicatrice  d'un  pinceau  quelconque,  in- 
dicatrice qui,  dans  le  cas  d'un  pinceau  de  normales,  se  confond  avec 
l'indicatrice  de  Dupin.  L'emploi  de  cette  indicatrice  d'un  pinceau  quel- 
conque permet  d'interpréter  (Tune  autre  manière  la  relation  I  3  ).  Je 
donnerai  celte  interprétation  plus  loin  et  lorsque  [I]  est  un  pinceau  de 
normales. 


DEUXIÈME    MODIFICATION    DE    LA    PREMIÈRE    CONSTRUCTION    GENERALE. 

La  première  construction  générale  est  basée  sur  la  détermination  du 
point  représentatif  y"  de  la  surface  élémentaire  (R). 

Voici  une  nouvelle  construction  de  ce  point,  qui  résulte  de  l'emploi 
de  la  liaison  géométrique  qui  existe  entre  les  points  m,  m',  m"  ou  entre 
les  points  //,  //',  n". 

La  connaissance  du  point  représentatif  y'  entraîne,  comme  nous 
l'avons  vu,  celle  du  point  y.  La  droite  cy  coupe  N  en  a  et  rencontre 
la  perpendiculaire  à  N,  issue  de  o,  au  point  m.  On  obtient  de  même 
a'  el  ni'  au  moyen  de  la  droite  p'y'.  D'autre  part,  au  moyen  des 
droites  wy  et  m' y',  on  détermine  les  points  //  et  n'. 

Pour  construire  y",  voici  maintenant  comment  on  opère  :  on  prend 
le  poini  de  rencontre  de  l\  et  de  aa'  qui  est  le  point  a".  Au  moyen 
de  ///  el  m',  on  détermine  m"  et,  au  moyen  de  n  et  n',  on  détermine  n". 
*>\w  m  n    comme  diamètre  on   décrit  une  circonférence  de  cercle  : 
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cette  courbe  est  coupée  par  la  droite  m"a"  au  point  y"  cherché.  Cela 
se  voit  au  moyen  d'une  figure  analogue  à  \a.fig.  10. 

De  la  même  manière,  on  construit  un  point  représentatif  y',  et  la 
première  construction  s'achève  alors  comme  précédemment. 


(AS  PARTICULIER  OU  LES  RAYONS  INCIDENTS  SONT  NORMAUX 
A  UNE  SURFACE. 

Supposons  que  [Ij  soit  un  pinceau  de  normales  à  une  surface  donnée. 
Appelons  (S,)  la  surface  parallèle  à  cette  surface  et  qui  passe  par  le 
point  o.  Le  pinceau  [R]  est  alors  un  pinceau  de  normales.  Appe- 
lons (SK)  la  surface  passant  par  o  et  à  laquelle  les  rayons  réfractés  sont 
normaux. 

Les  éléments  des  pinceaux  [I],  [N],  [R]  sont  maintenant  les  élé- 
ments de  courbure  des  surfaces  (Sj)  (S)  et  (SR). 

Appelons  toujours  w  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  dans  le  sens 
direct  le  plan  de  la  section  principale  de  (S),  qui  contient  le  grand  axe 
de  l'indicatrice  en  o,  pour  amener  ce  plan  à  coïncider  avec  le  plan  de 
la  figure. 

Sur  \afig.  5  cet  angle  w  est  égal  à  l'angle  y2y#. 

Appelons  o>'  et  oj"  les  angles  analogues  pour  les  surfaces  (S,)  et  (SR). 
Désignons  par  R,  et  R2  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S)  en  o, 
par  R'j  et  R'2  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S,)  en  o  et  de 
même  par  R",  et  R!,  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S,.).  Ces 
rayons  de  courbure  sont  les  distances  du  point  o  aux  points  où  N,  T,  R 
sont  respectivement  rencontrés  par  les  circonférences  C,  C',  C"  donl 
les  centres  sont  maintenant  sur  ces  droites. 

La  relation  (i')  s'écrit 


nni,i        om(tJ  tangt         \onia        omdJ  tangr 

Cherchons  l'expression  de  omd  en  fonction  des  éléments  de  courbure 
de  (S). 

Abaissons  (fig.    r5)  du  point  u  la  perpendiculaire  ue  sur  \.  Le  lii- 
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angle  mdoyd  est  semblable  au  triangle  oue.  On  a 


d'où 


O'jd  __   t^_ 
oin,i         i/o 


omd        o';(/x  ii"         o-(dx  uo 
Fie.  i5. 


SI112C0  /     i  i 


^X 


De   même  pour  om'd  et  o/?^  (').  Introduisons  ces  valeurs  dans  la 
relation  précédente,  elle  devient 


(.'") 


i 

ÏV, 


tans  i 


i 


tang/- 
sin2w"  /    i 

Ri 


i 

IV, 


(|iii  est  une  relation  trouvée  par  M.  Bertrand. 

La  relation  (V),  d'où  nous  avons  déduit  la  relation  (V),  peul  s'ob- 
tenir  directement,  comme  je  le  montrerai  clans  une  Note  à  la  lin  de  ce 
Mémoire. 


(')  Si  /','  et  /.,'  sont  les  foyers  d'un  pinceau  [I]  el  si  0'  est  l'angle  compris  entre 

les  plans  locaux  de  ce  pinceau,  on  trouve  facilement  que,  dans  ce  cas, T  et  — , 

om,i       ""„ 
ont  pour  valeurs 


2sin8'  \ofî       ofl 


tan-O'  \o/;        of'J 
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Lorsque  [I]  est  un  pinceau  de  normales,  le  point  appelé  précédem- 
ment /',  qui  est  à  la  rencontre  de  I  et  de  la  perpendiculaire  à  oy'  élevée 
du  point  y',  devient  le  centre  de  courbure  de  la  section  faite  dans  (S,) 
par  le  plan  tangent  en  o  à  la  surface  élémentaire  (I). 

De  môme  pour  /  et  l". 

Appelons  p,  p',  p"  les  rayons  de  courbure  ol,  ol',  ol" . 

La  relation  (3)  peut  s'écrire 


(3') 


sin  i  \psin-cp  p'sin-cp/         sin/-  \psin-cp 


Lorsque  que  <p'  est  droit,  il  en  est  de  môme  de  cp  et  <p",  et  Ton  a  sim- 
plement 

,  ■>„  .  i      /cosi  i  \  i      /cosr  i\ 

'  sinï  \  pt{  p'aj  ~  sin/-  \    pd  p"dj' 

relation  analogue  à  la  relation  (2)  et  qui  montre  que,  dans  ce  cas,  les 
centres  de  courbure  des  sections  faites  respectivement  dans  (S), 
(Si),  (Sr)  par  les  plans  menés  par  N,  I,  R  perpendiculairement  au 
plan  de  la  figure  sont  en  ligne  droite. 

Démontrons  directement  ce  théorème  dû  à  Sturm. 

Le  plan  mené  par  N  perpendiculairement  au  plan  de  la  ligure  dé- 
termine dans  (S)  une  section  dont  le  centre  de  courbure  est  le  point 
où  ce  plan  est  normal  à  la  normalie  à  (S)  dont  la  directrice  est  per- 
pendiculaire en  o  au  plan  de  la  figure. 

Ou  encore,  ce  centre  de  courbure  est  le  point  où  le  plan  de  la  figure 
est  tangent  à  cette  normalie. 

De  même  pour  les  points  analogues  relatifs  aux  normalics  corres- 
pondantes. Mais  les  points  de  contact  du  plan  de  la  figure  avec  les 
normalies  correspondantes  sont  toujours  en  ligne  droite,  comme  nous 
l'avons  vu  précédemment  ;  donc  le  théorème  est  démontré. 

Appelons  ot  la  trace  commune  sur  (T)  des  plans  tangents  en  o  aux 
normalies  correspondantes  (N),  (I)  et  (R).  On  a 

sino         .    /    .  T\  sincp 


sin(0/'1)'        ^hT^  =  sin(0/'R); 


sin  cp 
Journ.  de  Math.  {\e  série),  Tome  II.  —  Fasc.  I,  1886. 


42  A.     MANNHEIM. 

la  relation  (3')  peut  alors  s'écrire 

C\'"\  '     fC0Sf        s\n-(ot,l)~\  i      |~cos#' 

'  sin<  [    p  p'  _  siiw  I      p 


sins(  ot.  K)~ 


relation  qui  a  été  trouvée  par  Sturm. 

Interprétons  géométriquement  cette  relation.  Traçons  sur  le  plan 
tangent  (T)  l'indicatrice  (n)  de  (S)  avec  un  paramètre  pt;  traçons  sur 
le  plan  mené  en  o  perpendiculairement  à  I  l'indicatrice  (i)  de  (S,)  avec 
nu  paramètre  |t';  projetons  obliquement  cette  courbe  sur  (T)  au  mo\  en 
de  droites  parallèles  à  I.  Appelons  (*')  la  conique  ainsi  obtenue.  De 
même  pour  (SB)  nous  avons  l'indicatrice  (/•)  construite  avec  le  para- 
mètre ]x"  et  qui  est  projetée  obliquement  sur  (T)  au  moyen  de  droites 
parallèles  à  R  suivant  la  conique  (/*'). 

Sur  ol,  la  conique  (n)  intercepte  le  diamètre  ô,  la  conique  (7)  in- 
tercepte le  diamètre  $'  et  la  conique  (/•')  intercepte  o" 
On  a 

p  =  ji.02,         p'==  |i/o'2sin2<y,  I),         p*=  ^S^sin^ot,  R); 
la  relation  précédente  peut  alors  s'écrire 

4-  (4-  -  JLÏ 

S1IU  \[JUÔ2  [x'o'7 

Posons 
on  a  alors 


i     /  i 


sin  /•  \  ijlo-  <x  o 


£  =  cosi,         J  =  cos/-; 


tanë«V82        Ô'V        taog/-\8a        o"7' 
De  la  ce  théorème  : 


/>«  différence  des  inverses  des  carrés  des  diamètres  interceptés 
par  (  n  |  n  (  i')  sur  une  droite  issue  de  o  est  dans  un  rapport  constant 
avec  la  différence  des  morses  des  carrés  des  diamètres  interceptés 
par  <  n  )  n  (,•')  sur  mie  droite,  quelle  aum  soit  la  direction. 
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Dans  le  cas  particulier  où  &  =  8',  on  a  aussi  S  =  S";  donc  : 
Les  coniques  (n),  (i')  et  (r')  passent  par  les  mêmes  points. 
Ce  dernier  théorème  est  dû  à  Sturm. 


Î3 


CALCUL    DES    ELEMENTS    DU    PINCEAU    REFRACTE    LORSQUE    CE    PINCEAU 
EST    FORMÉ    DE    NORMALES    A    UNE    SURFACE. 

Je  vais  traduire  en  formules  la  dernière  construction  générale  dans 
le  cas  où  [I]  est  un  pinceau  de  normales. 

Il  est  bien  clair  qu'on  pourrait  faire  cette  recherche  aussi  facilement 
dans  le  cas  d'un  pinceau  quelconque,  mais  les  formules  seraient  encore 
plus  compliquées.  Les  éléments  du  pinceau  des  normales  [R]  sont  les 
éléments  de  courbure  de  (SR),  c'est-à-dire  co",  R",  et  R'!,.  Ce  sont  ces 
éléments  qu'il  s'agit  de  calculer. 

Joignons  {fig.  iG,  qui  est  la  reproduction,  pour  R,  de  la  fig.   i3) 


Fig. 

16. 

n 

... 

r,_ 

v"  -■' 

e.      "N 

'H 

(      \ 

\      ^ 

''v      N     /  „ 

_>*=: 

£._-• -,     y               ^N 

^          *5\ 

r    // 

/ X 

le  point  o  au  point  de  rencontre  g"  des  droites  w"y„  et  v',m{d.  Dans  le 
triangle  og"u"  les  droites  g"^"d  et  °ïo  sont  dcllx  hauteurs;  par  consé- 
quent u"v"  est  perpendiculaire  à  og".  Les  droites  og"  et  on"0  étant  res- 
pectivement perpendiculaires  à  u"v"  et  R,  l'angle  n"()og"est  égal  à  2co". 
L'angle  m"(/g"ri0,  coupé  par  les  deux  transversales  R  et  mdn0,  donne 


i 
oad 


_L\ ! =  (—  +  —\ \ 

ob"J  s\ng"oa"d        \on"j        mdo/sinn0og 
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d'où 

,         _  om,,  /    i i__\ 

(4)  tangaw"  ~~      2     \oa"d         ob"J 

(  )n  voit  tout  de  suite  sur  la  figure  que 

(5)  R'i  +  H;  "    oa'd        06; 
et 

r;r;  =oy^  x  o«". 

Projetons  w"  en  e"  sur  R,  on  a  alors 

r;  r;  =  odd  X  oe". 

Calculons  oe"  («).  L'angle  n\u"e"\  coupé  par  les  transversales  R 
et  on0l  donne 


obi         oe"  I  sinblou"        on"   si  nn'ou" 


If.  UU  u'lQ     3111  ""0 

OU 


ob"0         oe" )  tang&'0ow"         om"d 
mais  L'angle  &>«"  est  égal  à  l'angle  om"da"d  dont  la  tangente  est  -^-\ 
on  a  doue 

1  1  oa"d 

par  suite, 

1  1  1 

(6)  RTm  ==  oflixo&;  ~^f* 

Dans  les  seconds  membres  des  formules  (4),  (5)  et  (6),  il  n'entre 
que  om',,,  oad,  ob"0,  dont  voici  les  valeurs  en  fonction  des  éléments  de 
courbure  de  (S)  et  de  (S,  >. 


(')  On  peu!  remarquer  que  oe"  est  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  de  con- 
tour apparent  <l<;  (SB)  projetée  sur  le  plan  de  la  figure. 
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La  relation  (i'")  donne 
i  sin2to'/  i  i   \       i  sin2a>/  i  i  \/      i  i 


om"d  2        \R'2         R't  /  tangi  2      \R2         R,/\tangt         tangr 

La  relation  (3")  donne 


1 
—        ou 


1  1     Tsin(<  —  /)         sin/1 

odd  ~  sin*'  |_         ?d  ?'d   J 


Remplaçons  —  et  —  en  fonction  des  éléments  de  courbure  de  (S)  et 

?d  prf 

de  (Sf);  il  vient 

1  ï     T  •    /•  \  /sin2w         cos2w\  .        /sin2oj'         cos2a)'\ 

— r  =  -r— =    sinu  —  /•)    -^ 1 5 —    +  sin/-    — ^ 1 ïï7—\   ■ 

oad         sin*  L       v  V    Ri  R2    /  \    R,  R2     /. 

De  la  relation  (3'")  on  déduit 

—  OU  -jr,   =  -r—. — 5 '-  H , • 

Po  °»o         siniCOS-/-[_  p0  p0         J 

Remplaçons  —  et  —  en  fonction  des  éléments  de  courbure  de  (S)  et 
de  (S,);  il  vient 

[sin(;-r)(^ 


1  1  •     /  •  \  /  cos~w         sin-w 


ob"a         sin/cos2/'!'  '\    R,  R2 

cos- w 


sin7-  cos'z 


)S2u>'  sin2co'\~| 

rT  +  -kt)J; 


il  suffit  de  porter  ces  valeurs  de  — p  — ->  -t?  dans  les  équations  (A), 
r  omd    oad    00  0  l  \^/i 

(5),  (6)  pour  avoir  les  éléments  de  courbure  de  (SR). 

Comme  on  le  voit,  les  expressions  des  éléments  de  courbure  de  (SR) 
en  fonction  des  éléments  de  courbure  de  (S)  et  de  (S,)  sont  des  ex- 
pressions compliquées. 

On  peut  y  arriver  par  les  méthodes  analytiques;  mais  il  nous 
semble  qu'il  aurait  été  difficile,  pour  ne  pas  dire  plus,  de  revenir  de 
ces  expressions  compliquées  à  des  constructions  géométriques  simples. 
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Cette  remarque  en  faveur  de  la  Géométrie  ne  doit  pas  faire  perdre 
de  vue  que  ma  solution  de  la  question  d'Optique  n'est  ici  qu'une  nou-  , 
vellc  application  de  la  méthode  générale  (*)  dont  j'avais  fait  usage 
pour  construire  les  éléments  de  courbure  de  la  surface  de  l'onde  (2). 

Il  y  a  en  outre  ici,  dans  l'application  de  cette  méthode,  l'emploi  du 
point  représentatif,  élément  plus  simple  que  la  droite  auxiliaire,  et 
qui  m'a  permis  de  traiter  complètement  le  problème  d'Optique  étudié 
dans  ce  Mémoire. 

Je  compte  donner  plus  tard  de  nouvelles  applications  du  point 
représentatif,  dont  je  crois  l'utilité  déjà  démontrée  par  ce  travail 
même. 

NOTE  PREMIÈRE. 

DÉMONSTRATION    DIRECTE    DE    LA    RELATION 

(2 L\_l_  =  (_L__i\_^. 

\om         om  J  tang<         \om         om  J  Ihwj.  r 

De  l'égalité  shu  =  A  sinr,  on  déduit 

cos«  ai  =  A  cosr  a/\         d  ou         -j-  =  ; — —  - 

dr         tan  g/' 

Cherchons  les  expressions  de  di  et  de  d/-,  et,  pour  cela,  appliquons 
une  formule  qui  donne  la  variation  de  longueur  d'un  arc  de  grand 
cercle  que  l'on  déplace  sur  une  sphère. 

Appelons  as  et  bs  {fig-  17)  les  extrémités  de  Tare  de  grand  cercle 
mobile,  et  es  le  point  de  contact  de  ecl  arc  avec  son  enveloppe.  Me- 
nons parles  extrémités  as  clbs  des  arcs  de  grands  cercles  respectivement 
normaux  aux  trajectoires  de  ces  points.  Désignons  par  af  et  fis  les  points 
où  ils  rencontrent  l'arc  normal  en  es  à  asbsi  et  appelons  di  l'angle 
compris  entre  asbs  et  cet  arc  dans  sa  position  infiniment  voisine.  On  a 

d asbs=  âTs(tange^—  tangevaA  ). 


(')  C'est  cette  méthode  dont  j'avais  annoncé  la  fécondité  clans  la  Notice  sur 

ini^  ii;)\ aux  (1881). 

(2)    Coltectanea  mulliematica. 
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Appliquons  cette  formule,  et,  pour  cela,  supposons  que  as  et  bs  soient 
les  traces  sur  la  sphère  de  rayons  parallèles  à  N  et  I,  et  que  les  posi- 
tions infiniment  voisines  de  as  et  bs  soient  les  traces  sur  la  sphère  des 
positions   infiniment  voisines  de  N  et  de  I.  Les  plans  des  arcs  ascts, 


y  a, 


bs$s  sont  respectivement  parallèles  aux  plans  centraux:  des  surfaces 
élémentaires  (i\)  et  (I),  et  le  plan  de  l'arc  esccs  est  parallèle  au  plan 
mené  perpendiculairement  au  plan  (N,  I,  R),  suivant  la  caractéris- 
tique a  a'  a"  de  ce  plan.  Sur  ce  dernier  plan,  les  traces  des  plans  cen- 
traux des  surfaces  (N)  et  (I)  font,  avec  a  a' a"  des  angles  que  je  dé- 
signe par  y]  et  yj',  et  qui  sont  respectivement  égaux  à  esots  et  e$s.  On  a 
alors 

di  =  c?e(tangy)'—  tang  y]). 


dr  =  efe(  tangy)"  —  tangy]); 
di tangV — tangi) 


De  même,  on  a 
donc 

et,  comme 

il  vient 


Appelons  6,  6',  0"  les  angles  que  les  plans  centraux  des  surfaces 
correspondantes  (N),  (I),  (R)  font  avec  le  plan  de  la  figure. 
On  a 

tangy]  =  tangB  sinoaa', 

tangY]'=  tang6' sinoa'a", 

tangy]"=  tango"  s'moa"a. 


dr 

tangy]  *  — 

tangr( 

i 

di 

TU- 

tang 

i 

tang 

r 

tangt 

s= 

tang-r/- 

-  tang 

rt 

tang/- 

tangr/'- 

-  tang 

n 
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Portons  ces  valeurs  dans  la  relation  précédente  ;  celle-ci  devient 

tang;         tange'  sinoa'a" — tange  sinoaa' 
tan  g/-         tang6"  sinoa"  a  —  tang6  sinoaa' 

Divisons  les  deux  termes  du  second  membre  de  cette  relation  par 

,  ,  i  oa      .    oa      ., 

>\\\oaa',  et  remplaçons  les  rapports  des  sinus  par  —,  et  —y,;  il  vient 


tangz 

tang/' 

oa 


tangO' 

tange 

oa' 

oa 

tangG" 

tange 

(  )n  voit  (/ig.  10)  que  l'angle  c'y'a'  est  égal  à  0',  et,   par  suite, 
crue        .     =  — ;;  de  même  pour  les  autres  termes  du  second  membre 

1  oa  om  L 

de  la  relation  précédente.  Elle  peut  donc  s'écrire 


om'         om  J  tangj         \om"         ont  )  tan i;  /■ 

relation  qu'il  s'agissait  d'établir. 

NOTE  DEUXIÈME. 

Prenons  (fig>  6)  la  surface  parallèle  à  (S,)  qui  passe  par  le  point  />  , 
el  désignons  cette  surface  par  (Sj);  de  même  appelons  (S'R)  la  surface 
parallèle  à  (SK)  qui  passe  par  le  point  p". 

La  surface  (S)  est  le  lieu  des  points  dont  les  distances  aux  sur- 
faces (S|)  et  S'R)  sont  dans  le  rapport  constant  <^-ll- 

Il  résulte  de  la  solution  de  la  question  d'Optique  développée  dans 
ce  travail  que  nous  savons  déterminer  les  éléments  de  courbure  de  (  S  ) 
lorsque  Ton  suppose  connus  les  éléments  de  courbure  des  surfaces  \  S[) 

el    (S'R). 

Nous  avons  donc  résolu  aussi  le  problème  suivant  : 

Construire  les  cléments  de  courbure  de  la  surface,  lieu  des 
points  dont  le  rapport  des  distances  à  deux  surfaces  données  est 
constant. 
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Recherches  sur  les  groupes  d'ordre  fini  contenus  dans  le 
groupe  Cremona.  —  Deuxième  Mémoire  :  Groupes 
cubiques  ; 

Par  M.   Léon  AUTOMNE. 


INTRODUCTION. 


Dans  un  premier  Mémoire  (Journal  de  Mathématiques,  4e  fascicule, 
1 885),  nous  avons  exposé  d'une  façon  complète  la  théorie  des  groupes 
d'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe  quadratique  Cremona.  La  géné- 
ralisation immédiate  de  ces  recherches  amène  à  étudier  les  groupes 
d'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe  cubique,  c'est-à-dire  dans  le  groupe 
formé  exclusivement  de  substitutions  linéaires,  quadratiques  et  cubi- 
ques (20  du  premier  Mémoire). 

Soit  une  substitution  cubique 

s  =  l  *t    ?<(-•>  *a> -3)  I  (1  =  1,  2, 3). 

La  cubique  générale 

op  =  ut  <p,  -h  u2o2-+-  w:jcp3  =  o  («/=  const.  arbit.), 

du  réseau  de  S  a  un  point  double  fixe  (indépendant  des  «,-),  que  j'ap- 
pelle cd,  et  quatre  points  également  fixes  (C  lebsch-Lindemann ,  tra- 
duction Benoît,  t.  II,  p.  197,  tableau).  Le  point  to  et  les  quatre  points 
fixes  sont  les  points  fondamentaux  ou  simplement  les  fondamentaux 
de  S. 
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Dans  le  présent  travail,  je  m'occuperai  seulement  des  groupes  cu- 
biques qui  satisfont  aux  deux  conditions  suivantes  : 

i°  Aucune  substitution  du  groupe  n'a  de  points  fondamentaux  infi- 
niment voisins. 

2°  Le  point  ta,  qui  vient  d'être  défini,  est  le  même  pour  toutes  les 
substitutions  cubiques  du  groupe. 

Os  restrictions  une  fois  faites,  nous  rencontrons  une  proposition 
capitale,  qui  domine  toute  la  théorie  : 

Théorème.  —  Un  groupe  cubique  G  d'ordre  fini  est  isomorphe  à 
h  a  groupe  —  linéaire,  à  deux  variables  homogènes,  d'ordre  fini. 

.bappelle  2  groupe  directeur  de  G;  le  groupe  F,  contenu  dans  G 
et  correspondant  à  la  substitution  unité  de  2,  sera  appelé  normal. 

La  nature  même  du  sujet  amène  à  diviser  le  présent  travail  en  cinq 
Parties. 

La  première  Partie  traite  de  la  multiplication  des  substitutions  cu- 
biques et  établit  le  théorème  capital  dont  il  vient  d'être  question. 

La  deuxième  Partie  contient  la  théorie  complète  des  groupes  nor- 
maux. 

Je  trouve  que  tout  groupe  normal  T  peut,  par  un  choix  approprié  de 
coordonnées,  être  ramené  à  l'un  des  sept  types  suivants  : 

Type  I.  —  P  se  réduit  à  la  substitution  unité. 
Type  II  (deux  substitutions).  —  Y  dérive  de 

\   =  I    ZK        Z.2        ~>:!        Zt  ~-:!        ->2-':i        ~"  i  ~-2     [• 

Type  III  (deux  substitutions).  —  T  dérive  de 


A  = 


zt(pz: 

+ 

Z,  Z2) 

z,(pz, 

+ 

«.*.) 

~~    *  1  -'  : 

(-■: 

+  P) 

où  /;  et  P  désignent  des  formes  Linéaires  binaires  en  z,,  zs,  <l<>ni   les 
coefficients  dépendent  de  la  nature  de  — . 
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Type  IV  (quatre  substitutions).  —  Y  dérive  de 


zt     ztzs 

Z.y  Z2Z2 

z3     z,z2 


et 


B 


Z\  Z\  \Z3   Zz) 

z2      Z2yz3       z2) 
z3     z2(z3       zf) 


Type  V  (quatre  substitutions).  —  Y  dérive  de 


A  = 


'I  ZiZ9 
>2  Z2ZZ 
'3         Zi  Z2 


et 


G  = 


zt(z3-hp) 

-2(^3  +  p) 
'  \Pz'i  ~^~  z\zi) 


p  désigne  une  forme  linéaire  binaire  en  zn  z2,  dont  les  coefficients  dé- 
pendent de  la  nature  du  groupe  directeur  2. 

Type  VI  (quatre  substitutions).  —  T  dérive  de 


A  = 


I  *>3 


2  w  f>  ■*'  -j 

z3     zt  z2 


et 


B  = 


ZK 

Z\  \PZ3  ~+~  *  Zi) 

Z2 

z2(pz3-hYz,) 

Z3 

—  z\ (y  zi  +  Pzi) 

p  et  P  sont  deux  formes  linéaires  binaires  en  z,,  z2,  dont  les  coeffi- 
cients dépendent  de  la  nature  du  groupe  directeur  2. 


Type  VII  (quatre  substitutions).  —  Y  dérive  de 


\  = 


zK      zt(pzB-\-cc') 

Z2        Z2(PZ3  "+"  cc) 

Z3  CC   \Z3  ~^~   *■    ) 


et 
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z{(qz3+-cc') 
z2(qzi-\-cc') 

-cc'(z3+Q) 


/?,  q,  P,  Q,  c,  d  sont  des  formes  linéaires  binaires  en zh ,  z21  dont  les 
coefficients  dépendent  de  la  nature  de  2  et  entre  lesquelles  existe 
l'identité 

pÇ)  -t-  qV  =  2 ce'. 


0  2 
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Dans  la  troisième  Partie,  j'examine  quelle  peut  être  la  nature  du 
groupe  directeur  2,  lorsque  Y  appartient  successivement  aux  sept  types 
précédents. 

Si  r  est  du  type  I,  2  est  l'un  quelconque  des  cinq  types  de  groupes 
linéaires  d'ordre  fini  à  deux  variables,  énumérésparM.  Jordan  (Journal 
de  Crelle,  t.  81,  p.  in). 

Si  F  est  des  types  II,  VI  ou  VII,  2  appartient  au  second  des  types 
de  M.  Jordan  et  dérive  des  deux  substitutions 


ou 


z2     Lz, 

jm  _  im  _ 


et 


m  =  entier. 


D'ailleurs  m  =  3,  si  Y  est  des  types  VI  ou  VII. 

Si  Y  est  du  type  III  ou  V,  2  est  contenu  dans  le  groupe  octaédrique. 
Enfin  G  ne  peut  être  cubique  si  Y  est  du  type  IV. 

Dans  la  quatrième  Partie,  je  traite  un  cas  particulier  remarquable  : 
ce  sont  les  groupes  normo-linéaires.  Un  pareil  groupe  G  résulte  de  la 
combinaison  d'un  groupe  normal  Y  avec  un  groupe  linéaire  à  trois  ^a- 
riables  homogènes  L,  lequel  ne  peut  évidemment,  (railleurs,  être  que 
d'ordre  fini. 

Omettant  les  groupes  linéaires  ou  quadratiques  déjà  construits  ail- 
leurs, je  trouve  que  tout  groupe  normo-linéaire  G  peut  se  ramener,  par 
un  choix  approprié  de  coordonnées,  à  l'un  des  sept  types  suivants, 
numérotés  de  \ 111  à  XIV. 

Si  r  est  du  type  III,  G  est  de  l'un  des  trois  types  suivants  : 


Type  VIII  (quatre  substitutions).  —  G  dérive  de 


/  = 


et 


A 


z,(z,z,^-p) 

z2(z2z3+p) 

-(z3p  +  z2P) 


où  j)  ci  P  sont  deux  formes  binaires  quadratiques  en  gl5  z2J  où  manque 
le  rectangle  ztza  des  variables,  et  d'ailleurs  quelconques. 
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Type  IX  (six  substitutions).  —  G  dérive  de 
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1  = 


z{      Qz< 


(82  +  0-t-i  =  o). 
Ty^c  X  (huit  substitutions).  —  G  dérive  de 


/  = 


z,       ^, 


■t         A 


£,       ZKyZ^Z%-\-  Z\) 


(/;2  +  i  =  o). 

Si  F  est  du  type  V,  G  appartient  à  F  un  de  deux  types  suivants  : 
Type  XI  (huit  substitutions).  —  G  dérive  de 


/ 


A  = 


cl 


C 


s2         z.2[z3-+-k(zt-t-z2)] 
h     -  [k(zl-hzi)z3-i-zl 

Type  XII  (seize  substitutions).  —  G  dérive  de 

*.<*.  +  *,) 

*,(*.  +  *,) 

—  (s2s3  +  iz]  —  z\) 


(Ji  =  const.  arbitraire). 


B  = 


I  Zl  (  «2-^:t  H-    ^i  ) 

3  "(*?*.+  *î) 


I  ■""! 


/ 
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Si  F  est  du  type  VI,  G  est  du  type  unique  suivant  : 
Type  XIII  (vingt-quatre  substitutions).  —  G  dérive  de 


* 1 

0;, 

z{     z2 

^1          Z\Z3 

-., 

82*2 

, 

M  .>                 Z  1 

A  = 

"^2          ~'2^3 

*a 

%a 

Z3         ~3 

"*3          -^1  %2 

*\ 

Z,  \Z2Z3  -h  Z^J 

B  = 

z2 

z2(z2z3-hz'i) 

(02+0-hi 

Z3 

—  z,  {z{  z3 

+*22) 

Si  r  est  du  type  VII,  G  appartient  au  type  unique  suivant 
Type  XI V  (vingt-quatre  substitutions).  —  G  dérive  de 


A  = 


I  ■"  3     i^  •*»  2  *>  3 


21^1  -"3 


'2*3 


S  = 


'3  \^ï  ZlZ%~+~  Z2/\Z 

z,      Oz, 


ziz2  +  z\] 

Z  f  Z2  ~t~  Z .,  I 


z-     8**, 


»,     ^>2 

'2         ■*•  < 
'3         *»3 


(0-+0  +  i  =  o). 


Les  groupes  cubiques  d'ordre  fini  sont  passablement  nombreux  (une 
cinquantaine)  et  leur  énumération  complète  serait  fastidieuse.  Je  me 
borne,  dans  la  cinquième  Partie,  à  faire  sur  un  exemple  particulier 
la  construction  d'un  groupe  cubique  G,  dont  on  se  donne  le  groupe 
normal  I",  choisi  dans  les  types  ci-dessus  de  I  à  VII,  et  le  groupe  di- 
recteur 2,  choisi  parmi  les  divers  types  de  rénumération  précitée  de 
M.  Jordan  (Journal  de  Crelle,  t.  84,  p.  i  u). 

L  exemple  choisi  consiste  à  construire  ions  les  groupes  cubiques  (i 
qui  ont  pour  groupe  directeur  2,  le  groupe  formé  par  les  trois  puis- 
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sances  de  la  substitution  unique 


82^ 


(02+-0  +1  =  0). 


J'appellerai  cr(w)  ce  cpie  devient  la  forme  binaire  u  en  zK  et  zs, 
quand  on  y  remplace  z{  par  Qzt  et  z2  par  W  z2. 

Cela  posé,  on  trouve  les  groupes  suivants,  abstraction  faite  des 
groupes  linéaires,  quadratiques  ou  normo-linéaires,  déjà  construits 
ailleurs. 

Du  type  I  dérivent  les  deux  groupes  : 

Type  XV  (trois  substitutions).  —  G  dérive  de 

-,        Q~.   [pzs-h(zt  —  z2)b] 
z2       ^z2[pz,-+-(zt-z2)b] 

Z3  (0,3,      ^Z.J^ŒZ^ 

où  p  et  b  sont  deux  formes  linéaires  binaires  quelconques  en  z,,  z2 
et  a=  ?(b). 

Type  XVI (trois  substitutions).  —  G  dérive  de 

S=     z2      (Pz.,\p{)zlz3+(zl  —  z2)b\ 
z3      ()a(()zt  —  ft2z2)z3 

où p0  est  une  constante  arbitraire;  a,  &sont  définies  comme  au  groupe 
précédent. 

Du  type  II  dérive  le  type  XVII  (six  substitutions).  G  s'obtienl  en 
combinant  au  type  II  la  substitution  quadratique 

,    0zt  [*3-f-f*(92*,-e,s2)] 

z2   e^i.+x^-ei,)] 

;3     [x^»(G2z,—  Qz2)-hziz;i 
fx(02  —  6)4-1=  o. 
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A  = 


cl  (le 
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Ou  type  If]  dérivent  les  trois  types  suivants  : 

Type  XVIII  (six  substitutions).  —  G  dérive  de 

z{     zK  \0>zl  h-  z2)zt  -  z,  (zt  -  z2)] 
z2     z2[(2z,  +  z2)z3-  *,(*,—  z2)] 

z3     z,(zt-  z2)(z3-hz2) 

-,    0z(  [(i-(r-)z3  +  (r-(z,-z2)] 
-3   *,((>*,  —  es52) 

Type  XIX  (six  substitutions).  —  G  dérive  de 


s  = 


A 


S 


h        ->\q^+--,(--(~-z2)\ 

-■'  Z2[qzi-hz)(zi-  z2)] 

*3      —  -,[(>,  -  z2)z,-h  z.2b] 

Q*t   IV.(0-i) +*(*,-*,)] 
0*z2[z.2z3(B-i)+b(zt-z2)] 

(r-az3(0z,-0*z2) 


q  et  b  sont  deux  formes  linéaires  binaires  en  *,,  s8}  entre  lesquelles 
existe  l'identité 

bq  =  z,  (zt  ~  z2)  +  R(*;  -h  ztza  -h  z]) 
(R  =  const.  arbitraire), 

-m  d'ailleurs  quelconques  ;  enfin 

a=  u(b). 
Type  \  \  (six  substitutions).  —  G  dérive  de 


A 


;t  de 
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z,      0zt    \pz,  +  b(z{  —  z2)] 
z2      Vz2[pz3-hb(Zl-z2)] 

z3         z3a(0zt-(r-z2) 

p,  q,  r,  b  désignent  des  formes  linéaires  binaires  en  zn  z2  assujetlies 
uniquement  à  satisfaire  aux  deux  identités 

pz.2=  r  (zt  —  z2)  —  (()zl  —  ()-z.2)<j(/-), 
qbz2  =  ?'2(zt  —  z2)-+-  R-,(^;4-  ztz2-h  z:) 
(R=const.  arbitraire); 


(Ml 


tin 


(b). 


Du  type  VI  dérive  le  type  XXI  (douze  substitutions). 
tient  en  combinant  au  type  XVII  la  substitution 


G  s  ob- 
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z{[zz(iz{  -hz2)-  z{(z(  -h  iz2)l 
z2[z3(  izK  -+-  z2)  —  z{  (z,  -+-  1Z2 )J 

Z ,  [        Z3yZ  K  +  '2Z2)  ~\~  Z2( '2  Z  !  -+-  Z.,j\ 


Du  type  VII  dérive  le  type  XXII  (douze  substitutions).  —  G  s'ob- 
tient en  combinant  au  type  VII  la  substitution  quadratique 

zK      ^zi('kz3-+-\t.c) 
s=     z2     ù2z2Çkz3  -h  (àc) 
z3       bÇk'Za  +  p.'c) 

où  b  =  o-(c),  et  entre  les  constantes  X,  [/.,  X',  ix'  existe  l'équation 

A'2  H-  Xii/  -f-  [JlX'  -h  [J.2  =  o. 

Quànl  aux  valeurs  des  coefficients  des  six  formes  linéaires  binaires 
/;,  (j,  P,  Q,  c,  c',  qui  entrent  dans  l'expression  des  substitutions  du 
i\  pe  VII,  ces  valeurs  sont  fort  compliquées  el  n'offrent  rien  de  remar- 
quable. (Nous  ne  les  donnerons  pas.  , 

Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  II.  —   Fasc.  I,  i886.  *"» 
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Pour  achever  complètement  l'étude  des  groupes  cubiques  d'ordre 

fini,  il  pesterait  : 

i°  A  examiner  comment  se  modifient  les  considérations  précédentes 
quand  les  points  fondamentaux  se  rapprochent  infiniment  les  uns  des 
autres  suivant  tous  les  groupements  possibles; 

2°  A  étudier  les  groupes  cubiques  pour  lesquels  le  point  fondamental 
double  a),  défini  comme  plus  haut,  n'est  plus  le  même  pour  les  diverses 
substitutions  cubiques  du  groupe. 

Je  n'entreprendrai  pas  pour  le  moment  fétude  de  ces  deux  ques- 
tions. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

GÉNÉRALITÉS    ET    DEFINITIONS. 

1 .  On  sait  que  le  système  des  points  fondamentaux  d'une  substitu- 
tion cubique  S  se  compose  d'un  point  fondamental  double  co  et  de  quatre 
points  fondamentaux  simples  a,  b,  c,  d.  Le  système  des  courbes  fon- 
damentales se  compose  de  la  conique  fondamentale  qui  passe  par  les 
cinq  points  co,  a,  b,  c,  d  et  des  quatre  rayons  fondamentaux  mu. 
cô7>,  côc,  ôîd.  Soient  de  même  co,  a',  b',  c',  d' les  points  fondamentaux 
de  S -'.  Je  désignerai  S  par  le  symbole 

(  (aabcd  .  (  abcd 

S  ou  bien  S  , 

(  ua'b'c'd'  [  a'b'c'd' 

i°  si  S  fait  correspondre  au  point  a  tous  les  points  du  rayon  fondamen- 
tal wô7,  . . .;  2°  si  à  tous  les  points  du  rayon  wa  S  fait  correspondre  le 
point  unique  a',  . . .;  3°  si  S  fait  correspondre  à  co  tous  les  points  de  la 
conique  (aa'b'c'd\  et  si  S-'  fait  correspondre  à  co  tous  les  points  de 
la  conique  ta  abcd.  Les  points  a  et  a',  b  et  b',  ...  seront  dits  corres- 
pondants (noir,  pour  toutes  les  définitions  précédentes,  le  Tome  II 
des  Leçons  de  Géométrie  de  Clcbsc/t,  traduction  Benoist  >. 

.l'appellerai,  dans  tout  ce  qui  suit,  facteur  fondamental  une  expres- 
sion qui,  égalée  à  zéro,  donne  l'équation  d'une  ligne  fondamentale. 

L'application  d'un  théorème  déjà  connu  (3°,  premier  Mémoire)  four- 
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nit  comme  corollaires  les  deux  lemmes  suivants  que  j'énoncerai  sans 
démonstration  : 

Lemme  I.  —  Le  produit  S' S  de  deux  substitutions  cubiques  est  : 

Cubique  si  S'  et  S-1  ont  deux  points  fondamentaux  communs  ; 
Quadratique  si  S'  et  S-1  ont  trois  points  fondamentaux  communs; 
Linéaire  si  S'  et  S-1  ont  quatre  points  fondamentaux  communs, 

sans  compter,    bien  entendu,   le  point   fondamental  double    com- 
mun (xi. 


Lemme  II.  —  Le  produit  s  S  d'une  substitution  quadratique  par 
une  substitution  cubique  est  : 

Cubique,  si  i°  s  a  a>  pour  point  fondamental  et  encore  un  autre  point 
fondamental  commun  avec  S_<,  ou  bien  si  2°  s  a  ses  trois  points 
fondamentaux  communs  avec  S-1  ; 

Quadratique,  si  s  a  w  pour  point  fondamental  et  ses  deux  autres 
points  fondamentaux  communs  avec  S-'. 

D'ailleurs,  on  ne  peut  avoir  sS  =  l,  l  étant  linéaire;  car  il  viendrait 
s  =  /S-'  ;  une  substitution  quadratique  serait  identique  à  une  cubique, 
ce  qui  est  absurde. 

*2.  J'appelle  substitution  de  la  forme  r  la  substitution  d'ordre  // 
(alizl  +  ai2z2)(pn_2z:l  -+-/.>„_,) 

P       z   -+-  P 

les  a  désignant  des  constantes,  et  les  p  et  P  des  formes  binaires  en 
zt,  z2  d'ordre  égal  à  l'indice. 
(  >n  peut  écrire  aussi 

h       p(Zi)(Pn    2*3  +■  Pn-t) 
h       p(**)(j>n-t*t+P»-t) 

P  Z     -L.  P 
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en  désignant  par  p  la  substitution  linéaire  binaire 


P  = 


-&2         «2)-Sl  ~+"    r/-'^ 


La  substitution  p  est  dite  la  substitution  directrice  de  /•.  Cela  pose, 
un  calcul  simple  démontre  les  lemmes  suivants  : 

Lemme  J.  —  Le  produit  r'r  de  deux  substitutions  de  la  forme  r  est 
aussi  de  la  forme  r,  et  la  substitution  directrice  du  produit  r'r  est  le 
produit  p'p  des  substitutions  directrices  p  et  p'  de  r  et  r'. 

De  là  découlent  les  corollaires  : 

Corollaire  I.  —  Les  substitutions  de  la  forme  r  forme  ni  un 
groupe  W. 

Corollaire  II.  —  Le  groupe  R  est  isomorphe  à  un  groupe  2  entre 
deux  variables,  dérivé  des  substitutions  linéaires  p. 

Lemme  IL  —  Le  groupe  linéaire  2,  défini  comme  il  rient  d'être 
dit,  est  d'ordre  fini. 

Prenons  dans  G  une  substitution  r(r*=  i)  de  directrice  p.  Appe- 
lons u>  le  point  zx  =  z2  =  o  ;  soient 

x  un  point  quelconque  du  plan; 

x{k)  le  point  rA(#); 

ç  et  £(/,)  les  directions  u>x  et  (x>x{k). 

On  a 

x  __  ^(A)  l  __  Jj(A)  . 

mais  :î(A>=  pA(£)  :  donc  p*  =  i;  p  est  quelconque  dans  2,  et  le  lemme 
est  démontré. 

Passons  maintenant  à  l'étude  des  groupes  cubiques  G. 

5.  Prenons  ^,  =  ^=0  pour  coordonnées  du  point  co.  Je  dis  que 
toute  substitution  de  G  sera  de  la  tonne  r.   Nous  allons  démontrer 
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successivement  la  proposition  pour  une  substitution   cubique   S,  li- 
néaire L,  quadratique  s. 

i°  Une  substitution  cubique  S  de  G  est  de  la  forme  r.  En  effet,  la 
cubique  générale  cp  du  réseau  de  S  a  en  co(^,  =  z2  =  o)  un  point  double 
eto  =  o2z3  -+-  cp3,  cp2  et  cp3  étant  des  formes  binaires  en  zn  z2  d'ordre 
égal  à  l'indice.  De  plus,  à  toute  droite  issue  de  co,  S-1  fait  correspondre 
une  cubique  ap  =  o,  a  =  o  étant  une  droite  passant  par  oj  (et,  par 
suite,  a  =  atzt  -h  a2z2),  et  p  =  o  étant  la  conique  fondamentale  de  S 
(p  =  pKzi  -+- P21  où  p{  et  p2  désignent  des  formes  binaires  en  zn  z2 
d'ordre  égal  à  l'indice).  Remarquons  que  les  droites  zt  =  o,  z2  =  o 
passent  par  co  :  il  vient  pour  S  l'expression 


S  = 


(anzi  -hat2z2)(ptz3  +  p2) 

(a2lz{  -ha22z2)(ptz3-hp2) 

P  z  -+-  P 


F.     D. 


qui  est  bien  de  la  forme  /*.  c.   q. 

i°  Une  substitution  linéaire  L  est  de  la  forme  r.  En  effet,  prenons 
une  substitution  cubique  S  de  G;  S  aura  co  pour  point  fondamental 
double.  SL  sera  cubique;  elle  aura  aussi,  par  hypothèse,  co  pourpoint 
fondamental  double  :  L  laisse  donc  co  immobile,  et  l'on  a 


zt     a{{  z{  -t-  at2z2 

Z2         a2l  ZK  H-   «02-Z2 
*3  PoZj+Pl 

/?,  étant  linéaire  en  z{,  z2, 

L  est  donc  bien  de  la  forme  /•. 

3°   Une  substitution  quadratique  s  est  de  la  forme  r. 

Remarquons  d'abord  qu'une  substitution  quadratique  de  la  forme  r 
est  du  symbole 

l  co. . . 

co. .  . 


Cela  posé,  soit  T  une  substitution  de  G  quadratique  et  non  de  la 
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forme  r;  considérons  le  produit  m  =  TS  de  T  par  une  substitution  cu- 
bique  S  de  G;  u  ne  peut  être  linéaire  (i°,  lemme  II),  ni  cubique,  car 
alors  u  sérail  de  la  forme  /•,  ainsi  que  S,  et  T  =  wS~'  serait  aussi  de 
la  forme  r,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse;  u  ne  peut  donc  être  que 
quadratique;  T  a  w  pour  point  fondamental  et  ses  deux  autres  points 
fondamentaux  communs  avec  S"'  (i°,  lemme  II).  On  peut  donc  écrire 

;   (ixih  (   abcd 

T  '  S"1 

(  a'oil/  (   

T  est  bien  de  la  forme  écrite,  puisqu'on  ne  peut  avoir  T  J  ^'    '  el 

que  T-"1  a  aussi  to  pour  point  fondamental,  car  on  peut  raisonner  sur 
T-1  comme  on  vient  de  le  faire  sur  T.  La  substitution  p  =  S~,T-1 
ne  peut  être,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  que  quadratique  :  donc  w  csi 
aussi  point  fondamental  pour  c.  Effectuons  le  produit  p  =  S~,T~<; 
après  séparation  des  facteurs  fondamentaux  (ztab')2,  (za'b),  (zua'), 
il  reste  pour  c  la  substitution  quadratique  (voir,  pour  la  manière  de 
l'aire  le  produit  de  deux  substitutions,  le  premier  Mémoire,  2°,  3°,  4°) 


a'T(c)T(d) 


v  doit  avoir,  comme  T,  w  pour  point  fondamental;  il  faut,  par  suite, 
que  T(  c)  =  wou  T(cT)  =  o>;  dans  le  premier  cas,  co,  b,  c  sont  en  ligne 
droite;  dans  le  second  cas,  ce  sont  les  points  w,  b,  d,  puisque  u>b  est  la 
droite  fondamentale  de  T  qui  correspond  au  point  fondamental  a>  de 
T-1  (premier  Mémoire,  passim).  La  substitution  S  aurait  donc  deux 
points  fondamentaux  A,  c  en  Ligne  droite  avec  w;  cela  est  absurde,  car 
alors  la  droite  <stb  couperait  quatre  fois  la  cubique  générale  o  du  réseau 
de  S,  savoir  :  en  b,  en  c  et  deux  fois  en  co.  Il  se  détacherait  de  ç  la 
droite  wAc,  et  S  no  serait  plus  cubique,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Une  substitution  quadratique  de  G  est,  par  suite,  forcément  de  la 
forme  r. 

Le  groupe  G  étant  exclusivement  composé,  comme  on  vient  de  le 
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voir,  de  substitutions  de  la  forme  /',  on  a,  par  application  des  lemmes 
du  i°,  le  théorème  capital  suivant  : 

Théorème.  —  Un  groupe  cubique  G  d'ordre  fini  est  isomorphr  à 
un  groupe  linéaire  binaire  2  d'ordre  fini,  appelé  groupe  directeur 
de  G. 

Le  groupe  T,  contenu  dans  G  et  correspondant  à  la  substitution  unité 
de  2,  est  dit  groupe  normal;  les  substitutions  de  Y  auront  l'unité  pour 
directrice  et  seront  aussi  dites  normales. 

4.  Avant  de  passer  à  la  construction  des  groupes  normaux,  je  dé- 
montrerai trois  propositions  importantes  d'un  continuel  usage  dans  la 
suite. 

Lemme.  —  Soient  a,  a',  a",  . ..  les  points  qui  sont  fondamentaux 
pour  l'une  au  moins  des  substitutions  de  G;  on  ne  pourra  trouva-  sur 
une  droite  quelconque  issue  de  co  plus  d'un  point  fondamental  a. 
a',.... 

Remarquons  d'abord  qu'une  substitution  de  G  d'ordre  n(n  =  2  ou  3) 

[  ab . . . 


ne  peut  avoir  ses  deux  points  fondamentaux  a  et  b  en  ligne  droite  avec 
co;  en  effet,  la  droite  (ûab  couperait  n  -+- 1  fois  la  courbe  générale  m  du 
réseau  de  S,  savoir  :  n  —  i  fois  en  w,  en  b  et  en  a]  cp  est  d'ordre  n  et  se 
décomposerait  en  une  courbe  d'ordre  n  —  i,  après  séparation  de  la 
droite  wai;  S  serait,  par  suite,  d'ordre  n  —  i,  ce  qui  est  absurde. 
Soient  maintenant  S  et  S'  deux  substitutions  de  G 

ia...  {  a' . . . 

S  S' 

(a...  (a'... 

et  supposons  a>,  a,  a'  en  ligne  droite.  Aux  divers  points  de  la  droite  wa, 
S-'   fait    correspondre  les  diverses  directions  issues  de  a  (Clcbsc/i. 
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I.  Il,  p.  197).  La  substitution  S'S  a  pour  courbe  générale  de  son  ré- 
seau S?'  (V étant  la  courbe  générale  du  réseau  de  S');  o'  coupe  wa  en 
un  point  fixe  a',  et  So' touche,  par  suite,  en  «une  direction  fixe;  en 
d'autres  termes,  S'S  a  en  a  deux  points  fondamentaux  infiniment  rap- 
prochés, ce  qui  est  contraire  à  nos  hypothèses  initiales.  Les  points  w, 
a\  a  ne  peuvent  être  en  ligne  droite. 

On  pourrait  objecter  que  la  droite  wa  se  sépare  de  S 9',  mais  cela 
esl  absurde,  car  alors  a  figure  parmi  les  points  fondamentaux  de  S' 
(3°  et  V  du  premier  Mémoire);  S' aurait  ses  trois  points  fondamentaux 
10,  a',  a  en  ligne  droite,  ce  qui  est  impossible. 

Le  lemme  permet  de  définir  sans  ambiguïté  un  point  fondamental 
par  la  direction  qui  le  joint  à  co. 

Théorème  11.  —  Si  Ton  transforme  par  la  directrice  la  direction 
d'un  point  fondamental,  on  obtient  la  direction  du  point  fonda- 
mental correspondant. 

Soit  une  substitution  de  la  forme  r  et  d'ordre  n  =  2  ou  \ 


r  = 


p<  *i)(j>n    2*3  +  Pn-i) 


P 


I' 


p  (*.)/» 

p 


Los  points  fondamentaux  se  trouvent  à  l'intersection  des  courbes 
p  =  o  et  P  =  0;  la  forme  binaire  d'ordre  '->/>  —  2  en  z,,  sa 


P«-2        />«      1 

P  _       P 


donne,  égalée  à  zéro,  le  produit  des  in  —  1  directions  fondamentales. 
Soit./;  un  point  fondamental;  désignons  parjP^_2,  ...  ce  que  devient 
/>„->,  .  ■ .  quand  on  remplace  les  coordonnées  courantes  par  celles  de./-, 
et  prenons  les  coordonnées 


>../•. 


~kx'  = 


.r. 


Xx'3  =xt  -+-  '(,         A=  const. quelconque, 


d'un  point  x  quelconque  de  la  droite  u>x.  Les  valeurs  a;,,  x2  vérifient 
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l'équation  A  =  o,  et  les  coordonnées  du  point  y  transformé  de  x'  par  r 
son! 

Pt*.)^-.!  ?(X*)!>P'n   -  P« -J> 

c'est-à-dire  que  y  est  indépendant  de  la  position  de  x'  sur  eux-,  posi- 
tion définie  par  la  valeur  du  paramètre  '(;  y  est  donc  le  point  fonda- 
mental de  7"~'  correspondant  à  x,  la  direction  ary  est  définie  par 

zzp(xt  )—  ztp(x2)  =  o, 

la  direction  to./;  par 

et  le  théorème  est  démon  lie. 

Théorème  III.  —  Le  groupe  directeur  —  <T  un  groupe  cubique  G 
permute  entre  elles  les  directions  fondamentales \ 

Soient 

a  un  point  fondamental; 
S  une  substitution  de  G; 
a  la  substitution  de  2  directrice  de  S. 

Si  a  est  fondamental  pour  S,  le  théorème  précèdent  montre  que  o"(a) 
est  une  direction  fondamentale  de  S-1 .  Si  a  n'est  pas  fondamental  de  S, 
soit  S'  la  substitution  de  G  dont  a  est  un  fondamental,  le  point  S(<z) 
sera  un  fondamental  de  S'S~'  (4°,  premier  Mémoire),  la  direction  v(a) 
est  fondamentale  pour  S'S-1.  Le  théorème  se  trouve  complètement 
démontré. 

Le  corollaire  des  deux  propositions  précédentes  est  le  suivant  : 

Théorème  1A  .    —    Le  groupe   directeur   ^  est  isomorphe  à   un 

groupe  entre  \  lettres,  \  étant  le  nombre  total  des  points  fonda- 
mentaux. 

(  >la  est  évident,  puisque  2  permute  entre  elles  les  directions  fonda- 
mentales (  théorème  III)  et  qu'il  n'y  a  qu'un  point  fondamental 
(  leninie  )  sur  chacune  de  ces  directions. 

Jotir/i.  de  Math.  (&•  série),  tome  II.  —  Fasc.  I,  188'J.  <  ) 
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').   Lemme.    —    (  ne  substitution  normale  ne  peut  cire  linéaire, 
sans  se  réduire  à  l unité. 

Soit  L  une  pareille  substitution  ;  S,  substitution  cubique  de  G,  sera 

/  abcd 


Les  points  fondamentaux  de  SL  seronl  a  \  //,  c',  d  en  posant 
a  =  L_,(a),  ...  ;  mais  a  et  a',  h  et  b'  sont  sur  une  même  droite  issue 
de  to,  donc  (4°,  lemme)  a' se  confond  avec  a,  b'  avec  b.  etc.,  <■!  L  laisse  im- 
mobile les  quatre  points  a,  b,  c,  <7;  ces  quatre  points  m'  sont  pas  en  ligne 
droite,  car  la  cubique  tp  du  réseau  de  S  se  décomposerai  1  el  S  ne  sérail 
plus  cubique.  I,  laissant  immobile  les  quatre  points  a,  A,  c,  <l  se  réduit 
à  l'unité  d'après  les  propriétés  connues  des  substitutions  linéaires. 

Théorème.  —  Une  substitution  normale  a  pour  carré  l'unité. 

Soit  A  une  substitution  normale,  u  un  de  ses  points  fondamentaux. 
Le  fondamental  de  A  '  correspondant  à  u  est  sur  coa,  puisque  la  di- 
rectrice se  réduit  à  l'unité  :  a  se  confond  ainsi  avec  sou  correspondant 
(  V\  Ici  mue  et  théorème  II);  V  el  A-'  ont  quatre  fonda  ment  aux  com- 
muns, A2  est  linéaire  (  r\  lemme  I  )  et,  comme  A2  es!  normale,  A2  =  i . 
Nous  venons  de  supposer  \  cubique  :  la  démonstration  sérail  la  même 
si  A  était  quadratique;  A  et  V~'  auraient  seulement  deux  fondamen- 
taux communs  au  lieu  de  quatre  et  encore  A2  =  i. 

Il  résulte  de  là  que    \  et   V  "'  sont  identiques;  si  l'on  pose 


A 


I' 


r 


(Il     -.  2    ou    ')  ), 
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un  calcul  simple  montre  que 


A"'  = 


-•  1  ^i\Pn—2^3  "n—  i) 
*2  Zi(Pn  2-3—  P»-i) 
-3  /*n— I  -3  ~+~   A  H 


d'où  identiquement  P„_,  =  —  p,,-\-  Je  prendrai  dorénavant,  par  suite, 
une  substitution  normale  sous  la  forme 


A  = 


1         -  1  \  an  -2^3  ~+~  an—  I  ) 
3  —  («„-,  -3  -»-«») 


les  a  étant  des  formes  binaires  en  s,,  z-2  d'ordre  égal  à  l'indice. 

Le  lieu  des  points  z,  tels  que  A(z)  =  z,  est  donné  par  les  équations 


Si(a«_2-53H-««-i)        *t(aB_sa3-i-«ir-i)        —  (««- 


1   -3  «/! 


ce  lieu  est  donc  la  courbe  d'ordre  n 


%  =  at/_2  z\  -h  2fla_|  z3  -h  a„  =  o, 


que  j'appelle  courbe  invariante  de  A. 
La  courbe  fondamentale  de  A, 


d2t 


se  trouve  être  la  polaire  de  ,31  par  rapport  à  w  et  les  in —  2  points 
fondamentaux  sont  les  points  de  ramification  de  3V  par  rapport  à  a> 
(points  de  contact  des  tangentes  issues  de  a>). 

Posons  x' =  A(#),  a;  étant  un  point  quelconque  du  plan;  un  calcul 
simple  montre  que  a?  et  x'  sont  harmoniquement  placés  par  rapporl 
aux  deux  points  où  wx  coupe  %. 
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D'ailleurs  dé  la  forme  de  A  on  déduit  les  égalités 


a, 


\xi  ~t~  an  —  1 

(tn-\  xz  -+-  an 


eu  remplaçant  dans  les  a  les  coordonnées  courantes  par  celles  de  x. 
Posons  ./;.,=  ->  on  voit  que  la  substitution  A  équivaut  pour  les  divers 

points  de  wx,  définis  par  les  valeurs  du  rapport  x%  =  /,  :  t2,  à  la  sub- 
stitution linéaire 

/,        a„_2  tt-ha„_  ,t2 

—  /,  "„-,/,-+-"„/:> 

un  calcul  simple  fait  voir  que  le  groupe  a    dérivé  des  substitutions  a, 
qui  correspondent  aux  diverses  substitutions  du  groupe  normal  I\  esl 
isomorphe  à  F;  Pisomorphisme  esl  holoédrique  parce  qu'à  la  sul»sii- 
lulion  unité  de  %'  correspond  la  substitution  unité  de  Y. 
La  forme  quadratique  binaire  en  /,,  l., 

T„  =  a„_2  i\  -+-  2  an  _,  lt  t2  +  an  t\ 

esl  dite  forme  caractéristique  de  A. 

I   n  calcul  aisé  conduit  au  leinnie  suivant  : 

Lemme.  —  La  forme  caractéristique  du  produit  \  \  de  deux 
substitutions  normales  est  proportionnelle  (  égale  à  un  facteur  con- 
stant près)  au  déterminant  fonctionnel  des  formes  caractéristiques 
de  \  et  V.  multiplié  par  les  facteurs  fondamentaux  communs  à 
A  et  \  . 

(>.  Toutes  les  substitutions  (\\\  groupe  normal  L  ayant  pour  carré 
l'unité,  le  groupe  linéaire  a  se  compose  exclusivemcnl  <le  substitu- 
tions d'ordre  deux.  Gela  n'esl  possible  (Jordan,  Journal  de  Crelle, 
i.  84,  p.  i  i  i  )  que  si  a  esl  contenu  dans  le  groupe  tétraédrique  et 
se  compose  de  trois  substitutions  échangeables  \,  l>,  C  dont  chacune 
esl  identique  au  produit  des  deux  autres.  Les  formes  caractéristiques 
des  trois  substitutions  A,  l>,  <-  qui  composent  le  groupe  r  sont  donc 
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chacune  proportionnelles  au  déterminant  fonctionnel  des  deux  autres. 

Le  groupe  F  se  compose  de  la  sorte  ou  bien  : 

i°  De  deux  substitutions  r  et  A,  ou 

2°  De  quatre  substitutions  i,  A,  B,  C  échangeables  entre  elles; 
chacune  des  substitutions  A,  B,  C  est  égale  au  produit  des  deux 
autres. 

Lemme.  —  Chacune  des  courbes  invariantes  J21,  fU,  (£  passe  par 
tous  les  points  fondamentaux  de  T. 

Soit  a  un  de  ces  points;  s'il  est  fondamental  pour  A,  il  est  situé  évi- 
demment sur  %.  Si  a  est  fondamental  pour  B,  je  dis  que  a  n'en  esl 
pas  moins  situé  sur  5t;  d'après  la  définition  même  de  la  courbe  inva- 
riante, il  suffira  de  prouver  que  A(«)=  a.  Cela  est  aisé  :  A(a)  esl 
fondamental  pour  BA  (  premier  Mémoire,  4°)  et  se  trouve  sur  la  direc- 
tion ioa  :  donc  A(a)  se  confond  avec  a  (4°,  lemme).       c.   o.    t.    d. 

Il  n'est  nullement  nécessaire  pour  la  démonstration  que  B  soit  nor- 
male. Le  lemme  précédent  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  d'un  théo- 
rème important  dont  l'énoncé  se  trouve  plus  loin  (i3°). 

Au  sujet  de  l'ordre  des  substitutions  de  F,  on  peut  faire  les  hypo- 
thèses suivantes,  quant  au  type  auquel  appartient  F  : 

Types. 

I Substitution  unité  seule. 

II Substitution  quadratique  A. 

III Substitution  cubique  A. 

IV Substitutions  quadratiques  A,  B,  C. 

V Substitutions  quadratiques  A,  C  et  cubique  B. 

VI Substitutions  cubiques  B,  C  et  quadratique  A. 

VII. Substitutions  cubiques  A,  B,  C. 

En  ayant  égard  à  ce  que  :  i°  les  substitutions  de  F  sont  échangea- 
bles; 2°  à  ce  que  chacune  d'elles  (sauf  l'unité)  esl  égale  au  produil  des 
<leu\  autres,  et  en  appliquant  les  lemmes  du  i",  on  \oii  que  les  di- 
verses substitutions  qui  composent  les  différents  types  de  V  peuvent 
se  représenter  par  les  symboles  suivants,  quant  à  leurs  points  fonda- 
mentaux : 

Type  I  (pour  mémoire). 
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Tyjtr  II  (deux  points  fondamentaux) 


l  a  b 
\  a  b 


Type  ïll  (quatre  points  fondamentaux) 

;  a  b  c  (I 


A 

a  b  c  a 


Type  IV  (trois  points  fondamentaux) 

(   b  c  :  c  a  i   a  b 

A  ,         B  et         C 

(  b  c  I  c  a  [  a  b 

Type   V  (quatre  points  fondamentaux  ) 


l   b  a 

c 

,  >'< 

bI 

'   a   b  c  (1 

1    b   a 

[    c  <f 

1 

1   a  b  c  rf 

7y/><?    F7  (cinq  points  fondamentaux  | 
A 


b  c 

B 

a  (1  e  c 

cl 

a  <l  e  b 

b  c' 

a  il  e  <■ 

1  a  (1  e  b 

Type   VII  (six  points  fondamentaux) 

{  b  c     b'  c'  lac     a'  c  i  a  b     a    b 

A  B  C 

\  b  c     b    <■'  \  a  c     a'  c'  f  r/   A     «'   // 

Nous  allons  construire  successivement  les  si  \  i\  pes  normaux  différents 
de  l'unité.  .!<>  conviendrai  d'appeler  par  la  même  lettre  un  fondamental 
et  la  forme  linéaire  binaire  en  rM  s2  qui,  égalée  à  zérp,  donne  la  direc- 
tion de  ce  fondamental.  Ainsi  a  =  a.2zt  —  atza le  me  bornerai 

pour  chaque  substitution  à  donner  sa  forme  caractéristique  en  /,.  /,. 
Soii  en  effet  T  (tn  /._,  )  la  forme  caractéristique  d'une  substitution  nor- 
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maie  A  :  on  a 

z\       zi  \an-2Z3  ~+~  an-\) 

z,      —(au_iz3-ha„) 
on  peut  écrire  par  conséquent 


A 


1       "'  ôl 


i 
_    àT 

_âT 

ôl, 


OÙ  /,  =  -z3,  t2=  I 


La  substitution  A  se  trouve  déterminée.  La  forme  caractéristique 
est  d'ailleurs  l'équation  de  la  courbe  invariante  rendue  entière  après 
qu'on  a  posé  z3  =  t{  :  t2. 

7.  F  est  du  type  II.  —  Prenons  le  système  des  coordonnées  sui- 
vant 

(  zab)  =  z3  =  o, 

pour  équation  de  ab\ 


a  =  z,  =  o, 


h  =  z.,  =  o 


pour  les  directions  coa  et  tûb. 

Il  vient  par  suite,  puisque  la  conique  %  touche  wa  en  a  et  tob  en  b, 

,31  =  Zg  —  ^,  :,. 

A  a  l'expression  indiquée  dans  l'Introduction  (groupe  11  ). 

8.   r  est  du  type  III.    —   Prenons  les  coordonnées  de  façon  que 
l'on  ail 

(zab)=  z,=  o, 
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pour  ('((nation  de  ab, 

a  =  zt  =  o,  b  =  z3  =  o 

pour  équations  de  coa  et  wA. 

La  ('iil)i(jiic  ^l  a  <lcn\  points  de  ramification  en 

Z{  =  z3  =  o         el         z2  =  z3  =  o. 

par  suite 

31  =  pz\  +  2Ziz2z3  +  zlz2P, 

p  el  I*  étant  linéaires  en  zn  s2;  d'ailleurs 

z,z2  —  pV  =  cl. 

à  nn  facteur  constant  près. 

I1  a  la  forme  indiquée  dans  l'Introduction  (groupe  III). 

9.   F  est  du  type  IV.  —  Donnons  pour  coordonnées  aux  points 


a 

Z  { î3  —  0 , 

-2=1, 

b 

Zt  =  I, 

c 

=  1. 

On  trouve  facilement,  par  la  Géométrie  ordinaire 
,21  =  r~  ^,  s2, 

M  =  z\  —  1Z2Z3  -+-  Zt  S2, 

el  l'on  vérifie  que  le  déterminant  fonctionnel  de  deux  formes  caracté- 
ristiques esl  proportionnel  à  la  troisième. 

()n  trouve  donc  le  groupe  IV  de  l'Introduction. 

10.    r  esl  du  type   V.  -     Donnons  pour  coordonnées  aux  points 

« ^=-8  =  0, 

l> z2  =  z3  =  o. 
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Il  viendra,  comme  plus  haut,  pour  31  (7) 

ax -3  —  ztz2, 

et  pour  D  (8) 

*^  ~PZ3  ~+"  2^l-2-;!  H"  -I  32P. 

Enfin  C  est  proportionnel  au  déterminant  fonctionnel  des  formes  3i 
et  B  ;  donc 

c  =  *;+(P+/0*,4-*f*a. 

Ecrivons  maintenant  que  le  déterminant  fonctionnel  de  fU  et  (£  est  pro- 
portionnel à  ,31;  on  trouve  la  condition  p  =  P,  qui  est  d'ailleurs  suf- 
fisante. En  résumé,  on  a 

J2V  =  z3  zt  z2, 

B=pz'l-h  2ZtZ2Z3-hZtZ2p, 
C  =    z\    +      2jOZ3      -h  Z{  Z2 

(p  =  forme  linéaire  binaire  en  zn  z.,). 

(  )n  retrouve  le  groupe  V  de  l'Introduction. 

11.   r  est  du  type  VI.  —  Donnons  encore  pour  coordonnées  aux 
points 


^ *i  =  zf  =  o, 


=  o. 


Il  vient 


/*V     ■il  j  *>    |     «  O  , 

%  =pz;-h  2mz.,z3  +  ztz.2P, 
€  =  qz\-hzn  ztzt-t-zAztQ 

(  ///,  n,  p,  q,  P,  Q  =  formes  linéaires  binaires  en  zn  z2);  et,  en  écri- 
vant que  le  déterminant  fonctionnel  de  deux  formes  quelconques  esl 
proportionnel  à  la  troisième,  on  trouve 

p  —  P  =  n ,  q  =  Q  =  m  ; 

Joum.  de  Math.  (4e  série),  tome  II.  —   l'use.  I,  188G.  U) 
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cl 

,21  =  z"%  —  z,  z2. 

f3  =  pz;-h  -2qz,z3-h  ;,;2/>, 

£=  £*»  +  2/ï-2-3  h- -.-2  y- 

On  trouve  le  groupe  VI  de  T Introduction  en  écrivant  P  pour  q. 

12.  Fe.ç/  c/«  type  VIL  —  Prenons  pour  z3  =  o  la  droite  re'.  Il  vient 
alors 

51  =/>Zg-H  ICC  z3  -+-  cc'P, 
fr  =  £*ï-*-  2CC'Z34-CC,Q 

(  /;,  I',  y,  Q,  c,  c'  =  formes  linéaires  binaires  en;,,  z2). 

Le  déterminant  fonctionnel,  après  suppression  de  ce',  donne 

«  =  G»  -  ?K  +  OQ  -  ?P)»î  +  <*'(Q  -  P). 

Enfin  la  condition 

pQ  -h  qV  =  2  ce' 

est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  chaque  forme  soit  proportionnelle 
au  déterminant  fonctionnel  des  deux  antres. 

On  trouve  ainsi  le  groupe  VII  de  l'Introduction. 

TROISIÈME  PARTIE. 

ÉTUDE    DU    GROUPE     DIRECTEUR. 

15.  Nous  nous  proposons  actuellement  de  formuler  les  relations  qui 
existenl  entre  la  nature  d'un  groupe  normal  Y  et  d'un  groupe  direc- 
teur 2),  qui  appartiennent  tons  deux  à  un  même  groupe  cubique  O. 

Lemme  I.  —  Un  point  fondamental  du  groupe  (i  est  situé  sur 
chacune  des  courbes  invariantes,  qui  appartiennent  aux  substitu- 
tions de  V . 

Soient  a  un  point  fondamental  quelconque  de  (î  et  S  une  des  suit- 
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stitutions  de  G  pour  lesquelles  a  est  fondamental;  soit  A  une  substi- 
tution de  T.  Si  a  est  fondamental  pour  A,  a  est  sur  21,  sinon  for- 
mons SA;  A  (a)  est  fondamental  pour  SA  et  sur  la  droite  to<r/;  par 
suite,  A  (a)  =  a  (4),  a  est  situé  sur  21. 

Corollaires.  —  Si  T  se  compose  d'une  substitution  unique  A,  tous 
les  points  fondamentaux  de  G  sont  situés  sur  %. 

Si  F  se  compose  de  plus  d'une  substitution,  G  ne  peut  avoir  pour 
points  fondamentaux  que  les  points  communs  à  toutes  les  courbes 
invariantes.  Ainsi  G  ne  peut  avoir  pour  points  fondamentaux  : 

i°  Que  les  trois  points  a,  b,  c  si  F  est  du  type  ÏY  (6); 
2°  Que  les  quatre  points  a,  b,  c,  d  si  F  est  du  type  V  (0); 
3°  Que  les  cinq  points  a,  b,  c,  d,  c  si  F  est  du  type  VI  (G); 
4°  (Hic  les  six  points  a,  b,  c,  a',  b',  c'  si  T  est  du  lype  Vil  (ti). 

Enfin  G  ne  peut  être  cubique  si  T  est  du  type  IV,  puisqu'il  faut 
({lia Ire  fondamentaux  pour  une  substitution  cubique. 

Lemme  II.  —  Le  groupe  directeur^ permute  entre  eux  les  discri- 
minants des  substitutions  de  F. 

J'appelle  discriminant  dune  substitution  normale  le  discriminant 
de  sa  forme  binaire  caractéristique  (5)  ou,  si  Ton  veut,  le  produit  des 
directions  fondamentales. 

Pour  démontrer  le  lemme,  je  remarque  que  les  substitutions  de  (i 
transforment  les  unes  dans  les  autres  les  diverses  courbes  invariantes 
qui  appartiennent  aux  substitutions  de  F.  En  effet,  F  est  permutable 
aux  substitutions  de  G  par  définition  de  (3),  et,  si  A  est  normale,  on  a 

S' AS  =  A', 

S  étanl  une  substitution  de  G  et  A'  normale. 
1  )e  l'égalité 

S-'AS=  A', 
on  tire 

S-«AO)  =  A'S-<0), 


n6  L.    ai:  ton  ni;. 

3  étanl  un  point  quelconque  du  plan;  si  l'on  place  ;  surJSt, 

*(*)  =  *,         S-'(r)  =  A'S-'(.-), 

et,  tandis  que  z  parcourt  jSi,  S-,(~)  parcourt  31';  la  transformée  S 51 
est  donc  Jl',  après  suppression  de  facteurs  fondamentaux. 

Soit,  par  conséquent,  la  courbe  invariante  d'ordre  m(=  i  ou  3) 

3t  =  am_2z;  -h  -iam  ,  s3  -+-  am  =  o  ; 

appelons  S  le  discriminant 

ô  =  a,w_,  —  am_.1am. 

Prenons  dans  (J  la  substitution  S  d'ordre  n  et  de  directrice  cr 


zK     <j(Zi)p 

z.2      a(z.2)p 
P 


ou 


(    P=Pn-iZz-hpn-„ 
P  —  I*         Z    -+-P 


et  les  p  et  I*  désignent  des  formes  binaires  en  ^,,  z.,  d'ordre  égal  à  l'in- 
dice ;  appelons  A  le  déterminant  d'ordre  n(n  —  i  )  en  zt,  z2 


Pn-2       Pn-i 

P  P 

1  n—k        l  n 


A; 


A  =  o  représente  le  produit  des  %(n  —  i)  directions  fondamentales  de  S. 
La  courbe  2i  passe  ///  -    2  fois  par  co  et  une  fois  par  chacun  des 
points  fondamentaux  de  S-1  (lemme  I  );  par  suite  [premier  Mémoire 
(  *2  1,  théorème  auxiliaire  |, 

il  étanl  aussi  une  courbe  invariante  dont  0  soit  le  discriminant.  D'ail- 
leurs 

S^l  -.//"  a  F 
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et  enfin  identiquement 


(0 


F  =  A*'. 


Le  discriminant  du  premier  membre  de  l'identité  (i)  est  A-  o"(o).  En 
effet,  en  posant  j3=/,:/2,  on  voit  que  F  est  la  transformée  de  l;i 
forme  binaire 

t  =  t\  a (am_2)  -+-  it{  t.,  cr(am_,)  +  l\  <j(  am  ) 

par  la  substitution  linéaire 


G? 


t,     PB_,*,-h  Vn(2 


%\    p 
/,    p 


dont  A  est  le  déterminant;  le  discriminant  de  F  est  donc  le  produit  du 
discriminant  o"(o)  de  t  par  le  carré  du  déterminant  A. 

Le  second  membre  de  l'identité  (i)  a  pour  discriminant  A2o  :   il 
vient,  par  suite, 

0  =ff(ô), 

et  le  lemme  est  démontré,  puisque  S'  est  le  discriminant  de  A  .  Les  dé- 
placements effectués  par  les  substitutions  S  de  G  sur  les  substitutions 
de  F  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sur  leurs  discriminants,  forment  un 
groupe  T  isomorphe  à  2. 

Lemme  HT.  —  Le  groupe  T,  qui  vient  d'être  th'fiui,  ne  peut  per- 
muter entre  elles  que  les  substitutions  normales  de  même  ordre. 

Gela  est  évident;  reprenons  nos  notations  précédentes  :  §'  a  pour 
ordre  i{ml —  i),  m' =  ordre  A',  mais  8'  =  c(o)  esl  (Tordre 


2(  m  —  i  >,  d'où         ni'  =  m. 


c.    o.    r.    n. 


14.   Appliquons  les  trois  lemmes  précédents  aux  divers  types  de  I\ 

en  laissant  de  côté  les  groupes  I  e1  IV  (6).  Si,  en  effet,  V  se  réduit  à 
l'unité,  ^  esl  a  priori  un  quelconque  des  groupes  d'ordre  fini  cou- 
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tenus  dans  le  groupe  linéaire  à  deux  variables;  si  F  est  du  type  I\  ,  (i, 
comme  on  l'a  vu,  ne  saurait  être  cubique. 

Nous  désignons,  pour  abréger,  par  la  même  lettre  un  point  fonda- 
mental cl  la  forme  linéaire  qui,  égalée  à  zéro,  donne  l'équation  de  la 

direct  ion  fonda nlale  :  ainsi  a  =  0  représentera  la  droite  wa,  etc. 

Passons  maintenant  à  rénumération  des  types. 

15.  F  est  du  type  II  ((>).  —  Une  substitution  quelconque  1  de  £ 
laisse  fixe  [(13),  leinine  II  j  le  discriminant  ab  de  la  substitution  qua- 
dratique normale  unique.  Si  Ton  prend  a  pour  zn  b  pour  z2,  —  dérive 
des  deux  substitutions 


et 


=  (a)(b)  = 


(ab) 


Mi 

k,z. 


kt=  racine  de  l'unité 


16.  T  est  du  type  III  { (>  ).  —  2  laisse  fixe  le  discriminant  abcd  de 
la  substitution  cubique  normale  unique.  ^  est  contenu  dans  le  groupe 
octaédrique  (Jordan,  Journal  de  Crelle,  t.  84,  p.  1 1 1). 

17.  F  est  du  type  V  (6).  —  Il  y  a  dans  Y  deux  substitutions  qua- 
dratiques A  et  Cet  une  cubique  B.  Le  groupe  T  [(15),  lemmes  II  el  III  | 

dérive  de  la  substitution 

(B)(AC), 

el  ii  dérive  des  substitutions 

(ab)(cd)     et     (ac)(bd),     (a)(b)(ah. 

puisqu'il  doit  laisser  fixe  le  discriminant  de  lî  et  permuter  entre  eux 
les  discriminants  de  A  et  G.  2  est  encore  contenu  dans  le  groupe  octaé- 
driaue. 


18.   T  est  du  type  K/(6).  -  Alors  T  [(15),  lemmes  11  et  Ill|  se 
réduit  à  la  substitution 

(A)(BC), 


GROUPES    D'ORDRE    FIM    DANS    LE    GROUPE    CREMONA.  ~<j 

et  2  dérive  des  substitutions 

?  =  (bc)(d)(ae),         i  =  (c)(b)(ade), 

puisque  2  doit  laisser  fixe  le  discriminant  Oc  de  A  et  permuter  entre 
eux  les  discriminants  bade  et  cade  de  C  et  B. 

Si  Ton  prend  b  pour  zn  c  pour  ^2  ;  si  d  =  zt  —  z2  =  o,  il  vient 


cr  = 


z{     0  zt 
z*     G2;, 


63  =  i, 


19.  T  est  du  type  VII  (6).  -  T  [(13),  lemmes  II  et  III]  dérive  de 

(ABC)     et     (A)(BC), 

et  est  le  groupe  général  entre  trois  lettres.  2  doit  permuter  entre  eux 
les  discriminants 

bcb'c\     aca'c',     aba'b' 

de  A,  B,  C;  2  permute  entre  eux  les  trois  couples 

aa',      bb',     ce'. 

2  est  isomorphe,  sans  mériédrie,  à  un  groupe  U  non  primitif  entre  six 
lettres;  par  rapport  à  U,  les  trois  systèmes  de  non-primitivité  sont  les 
trois  couples  précédents;  2  est  le  même  qu'au  n°  18. 

Après  avoir  exposé  les  propriétés  générales  des  groupes  2  et  1\  qui 
appartiennent  à  un  même  groupe  cubique  G,  nous  allons  faire  une  ap- 
plication de  ces  principes  pour  la  construction  effective  d'une  classe 
nombreuse  de  groupes  cubiques,  c'est-à-dire  aux  groupes  normo- 
linéaircs. 

QUATRIÈME  PARTIE. 

GROUPES    NORMO-LINÉAIRES. 


20.  .l'appelle  groupe  normo-linéaire  un  groupe  cubique  formé  par 
la  combinaison  du  groupe  normal  F  avec  un  groupe  linéaire  L,  évidem- 
ment isomorphe  à  ^. 
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Les  substitutions  /  de  L  transforment  évidemment  les  unes  dans  les 
autres  les  courbes  invariantes  de  F  cl  de  la  façon  indiquée  par  la  na- 
ture du  groupe  T  (15,  lemme  II). 

Si  F  se  réduit  à  l'unité,  d  se  réduit  à  L  et  devient  l'un  quelconque 
des  groupes  d'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe  linéaire  homogène  à 
trois  variables  (voir  Camille  Jordan,  Journal  de  Crelle,  t.  84). 

Si  T  est  du  type  II  ou  IV,  (i  est  quadratique  :  il  est  contenu  dans 
le  type  I  du  premier  Mémoire. 

Il  suffira  donc  de  supposer  F  du  type  III,  V,  VI  ou  Ml  (6). 

21.  F  est  du  type  III  (6).  —  Les  substitutions  /  de  L  doivenl 
laisser  fixe  la  courbe  ,31;  elles  laissenl  fixe  co,  puisqu'elles  sont  linéaires 
(3),  et  aussi  la  tangente  en  to  à  %\  L  dérive,  par  conséquent,  d'une 
substitution  unique  /  de  directrice  j  : 

l  =  (ab)(cd),         l=(d)(abc),        l=(abcd),        l=(a)(b )(  cd). 

Prenons  /  sous  la  forme  canonique;  comme  /  est  d'ordre  fini,  cette 
forme  canonique  sera  toujours 

l=\  z{      z,      z,      ltz{      l2Z2      Z,   |        (^=Ç=i), 

où 

///  =  y.,  3,  \  et  /(</o, 

puisque  a  n'est  pas  l'unité. 

La  tangente  en  to  à  %,  reste  invariable  par  /  :  on  peut  doue  écrire 

%,  =  Z2ZÎ+2p2Z3-hP9  =  0', 

/>.,,  IV,  sont  des  formes  binaires  en  zn  z.,,  d'ordre  égala  l'indice. 

Lemme  1.  —  La  conique  fondamentale  %' =  xr  de  A  est  indécom- 
posable. 

En  effet,  2L'  est  la  conique  des  cinq  points  to,  a,  />,  c,  d  et  touche  ^t 
enco;  supposons %'  =  z2Dt  car  si  %'  se  décompose  en  deux  droites, 
l'une  est  la  tangente  z2  =  ocnw  à  ,31.  Aucun  des  points  a,  6,  c,  <7  ne 
peul  être  sur  s2  =  o,  car  alors  il  se  confondrai!  avec  co  :  la  droite  D  =  o 
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coupe  la  cubique  générale  9  du  réseau  de  A  en  quatre  points  a,  b, 
c,  d,  o  =  Dcp',  9' =0  étant  une  conique;  A  est  quadratique,  ce  qui 
est  absurde. 

Lemme  II.  —  On  ne  peut  avoir  dans  l'exp/'ession  de  /,  /,  =  i. 
Supposons,  en  effet, 

appelons  r  le  point  zt  —  s.,  =  o;  /  laisse  fixe  toute  droite  D  issue  de  r 
et  aussi  la  conique  %' '\  l  laisse  fixes  ou  permute  entre  eux  les  deux 
points  u  et  u',  où  D  coupe  ,31',  et  a  laisse  fixes  ou  permute  entre  elles 
les  directions  wuet  ww';  ct  ne  peut  les  laisser  fixes,  car  on  aurait  con- 
stamment (u  =  o  étant  l'équation  de  w«,  etc.), 

uu'=z\Kz°£  (a,  -f-a2=2), 

tandis  que  D  tournerait  autour  de  r.  On  a  nécessairement  ainsi 

ff  =  (««'),  CT2=I,  Z*  =  I,  X  =  —  I. 

(  lela  posé,  appelons  iv,  wp',  tv"  les  trois  points  où  D  coupe  %\  puisque 
72  =  1 ,  on  a  constamment,  tandis  que  D  tourne  autour  de  r, 

a  =  (w)(w'  w"  ). 

Le  point  w  étant  fixe  se  confond  avec  r,  qui  est,  par  suite,  sur  JJt. 
Appelons  vt(i  =  1,  2,  3,  4)  les  points  de  contact  des  tangentes  menées 
de  r  à  J3C ;  /  laisse  fixe  chacun  des  points  p  et  a  chacune  des  direc- 
tions (dp,-;  par  suite,  à  un  facteur  constant  près, 

"i^i^  =  *?'*?  («i-H«a  =  4)- 

Aucune  des  directions  c  ne  peut  être  s,  =  o,  car  la  droite  z{  =  o  cou- 
perait JJl  en  quatre  points,  savoir  :  en  to,  en  r  et  deux  fois  en  v.  La 
droite  z.,  =  o  couperait,  par  suite,  %  en  quatrep  oints  r,,  t>2,  ps,  p4,  ce 
qui  est  absurde,  et  le  lemme  est  démontré. 

Journ.  de  Math.  [!\'  série),  tome  II.  —  Fase.  1,   18SG.  I  l 
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Puisque,  dans  l'expression  de  /,  /,^i,  le  point  z2=za=o  est  le 
sew/poinl  de  la  droite  s2  =  o,  que  /  laisse  ûxe;  /  laisse  Qxe  le  point 
tan gentieH  de  a),  les  coordonnées  de  i  sont,  par  suite,  z2  =  ^s33  °i  et 
il  \ ieni.  pour  %, 

%  =  ;2;"+  2/>2S3  +  *2P2=0. 

Remarquons  qu'on  ne  peut  avoir  ?  =  (a)(b)(cd),  car  alors  l'une 
des  directions  a  ou  6  se  confondrait  avec  z2=  o,  et  un  point  fonda- 
mental viendrait  en  oj,  ce  qui  est  absurde. 

Il  suffira  doue  de  faire  successivement,  pour  examiner  tons  les  cas 
possibles, 

/  =  (ab)(cd  >,         /  =  (d)(abc  >,         /=(  abcd  ). 

2*2.   Prenons  d'abord 

I  =(ab){al). 

On  ne  pourra  avoir,  pour  la  substitution  /  (21,  lemme  II  ),  d'autre 
expression  que 

(  Considérons  maintenant 

%  =  z%z\  +  2^z,  +  ZjPj=  o; 

/  laisse  fixe  la  conique  %',  et  cr  transforme  en  elle-même  /j2,  à  un  fac- 
teur constant  près;  p2  ne  peut  être  divisible  par  z2  (21,  lemme  I  )  :  />., 
ne  contienl  donc  que  des  puissances  paires  de  z,,  -2  et 

Pi-Puz]-hpaz\, 

(  lonsidérons  le  discriminant 

S  =  abcd  =  p\  —  zl  P2  : 

t  laisse  8  fixe  (  invariable  à  un  laeteiir  constant  près  ),  o  n'est  pas  di\  i- 
sible  par  z ,  <>u  3.,  puisque  ni  z,  =  o  ni  ;.,  =  o  ne  sont  des  directions 
fondamentales;  8  ne  contient,  par  suite,  que  des  puissances  paires  de 
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zn  z2î  Pz  est  dans  le  même  cas.  Il  en  est  donc  pareillement  de  P.,  et 

P     _  P        -2     ,      p        _2 

Les  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes,  et  l'on  retrouve  le  groupe 
du  type  VIII  de  l'Introduction,  en  supprimant  les  indices  de  P  et  p  de- 
venus inutiles. 

25.   Prenons  maintenant 

l  =  (d)(abc). 

La  direction  d  ne  peut  être  que  zt  =  o.  Je  prends  pour  z3  =  o  la 
droite  td  (t  =  point  tangentiel  z2  =  z3  —  o  de  co);  c/  est  le  point  de  ra- 
mification de  51,  et  il  vient 

51  =  z2*f  •+  2jD2,z3-f-  s,s2P  =  o; 

p,  P  =  forme  linéaire  binaire  en  zn  z.2.  I  laisse  fixe  51',  et  a  laisse 
Gxe\ztp]  comme  ztp  n'est  pas  divisible  par  r,  (21 ,  lemme  I),  p  —  kzn 
A- =  const.  Le  discriminant 

o  =  abc  =  k2  z\  —  z%z\  P 

est  égal  à  r,  (z*  —  zl),  puisqu'on  peut  prendre  a  =  s,  —  z2.  H  <'sl  né- 
cessaire donc  d'avoir 

P  =  A;2r2 
et 

%  =  ^2-3+  2kz2z3  +  ^r,;!;-  o. 

Ecrivons  que  /  transforme  la  courbe  51  en  elle-même,  il  viendra 

d'où 

On  trouve  ainsi  le  type  IX  de  l'Introduction,  en  écrivant  kz3  au  lieu 
de  s8. 

24.   Prenons  enfin 

l  =  (  abcd),         5t  =  ZaZj-h^/JaZ,.,  -+-  za  I*.  =  o. 
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Comme  précédemment,  on  démontre  que  p2  =  kz\\  on  peut  sup- 
poser a  =  z{  —  z2,  et  alors  le  discriminant  S  =  abcd  —  z\  —  z\  à  un 
fadeur  constant  près,  mais 

par  conséquent, 

P2  =  k2zl 

et 

%  =  z2z23-h  2kz]z3-h  k*z\  =o; 

écrivons  que  /  laisse  fixe  la  courbe  JSl,  il  viendra 

On  ne  peut  supposer  Z2=i,  /,  — ±i,  car  alors  a  et  /  seraient 
d'ordre  un  ou  deux,  mais  non  quatre;  par  conséquent, 

/.,  =  —  i ,  /,  =  i  =  y '  —  !  J 

On  retrouve  le  type  X  de  l'Introduction,  en  écrivant  kzt  au  lieu  de  z3. 

25.  r  est  du  type  V(G).  —  Les  substitutions  de  L  laissent  fixe  la 
cubique  J3;  par  suite,  on  démontrera,  comme  plus  haut  (21),  que  L 
dérive  (Tune  seule  substitution  /  d'ordre  m  =  2,  3,  4-  D'ailleurs  L  laisse 
fixes  ou  permute  entre  eux  les  discriminants  ab  et  cd  de  A  et  de  C;  par 
suite,  m  ne  peut  être  trois;  si  m  —  2,  l  =  (ab)(cd)  et  laisse  fixes  J2l et C, 
ou  /  =  (ac)(bd)  et  permute  entre  eux  ,31  et  C  Si  m  =  1,  l  =  (acbd  )  : 
on  doit  retrouver,  par  conséquent,  pour  Î5,  les  propriétés  démontrées 
pour  &  (  22  et  24). 

Lemme.  —  0«  ne  peu/  avoir  l  =  (ac)(bd). 

Prenons  les  coordonnées  suivantes 

a(z,  =  s3  =  o),  b(z.2  =  *3  =  o  ) 

et,  pour  /,  l'expression 

L     =  Z,  Zn  Zn  Zq  Z.  3,  . 
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La  conique  %  passe  par  b  et  possède  en  a  un  point  de  ramification;  par 
suite, 

%  —  z\ -h  ^kziz3-h  Ks,;2  =  o      (A-,  K  =  const.). 

Pour  C,  en  effectuant  sur  J&  la  substitution  /,  puisque  l  permute  A 
et  G,  il  vient 

C  —  z\  4-  ikz2z3^-  Kztz2  =  o. 

Le  déterminant  fonctionnel  des  formes  caractéristiques  de  %  et  C  est 

(o  *(*,-*,)(*:-£*.*.), 

mais  ce  déterminant  doit  être  B  à  un  facteur  constant  près,  ce  qui  est 
impossible,  puisque  la  courbe  (i)  est  décomposable. 

Le  lemme  est  ainsi  démontré. 

Il  nous  suffira,  par  conséquent,  de  faire  /  =  (ab)(cd)  et  /  =  (acbd). 

26.  Faisons  /  =  (ab)(cd),  et  prenons  les  mêmes  coordonnées  qu'au 
n°  10,  c'est-à-dire  a(z,  =  z3  =  o),  b(z2  =  z3  —  o).  Il  viendra,  pour 
/,  l'expression 

/  =  |  z{      z2      z3      z2     z,      z3   |. 

La  tangente  en  w  à  %  estp  =  o,  elle  doit  rester  fixe,  et,  par  suite, 
p  est,  à  un  facteur  constant  près,  z,  -h  z2  ou  zK  —  z2. 

%  a  les  mêmes  propriétés  que  ,31  (22);  on  vérifie  aisément  que  / 
laisse  fixe  toute  droite  issue  du  point  tangentiel  de  co  par  rapport  à  ^l  ; 
il  doit  en  être  de  même  du  point  tangentiel  de  w  par  rapport  à  %  :  ce 
point  doit  donc  être 

zt  -h  z.2  =  z3  =  o 
et  enfin 

p  =  k(zt  -hz2)  (k  =  const.) 

On  a  ainsi 

^l  =  zl  —  Z.Z., 


=  0 

<    fîi  =  k(z,-h  z.2)z23-\- izlz2z3  -4-  kziz2(zl  h-  z2)  =  o   >. 

(  C=  z\  +  zk{z{  +  z.i)z3-hziz.2  =o) 

Nous  avons  construit  le  groupe  XI  de  l'Introduction. 
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27.   Faisons  /  =  (acbd),  et  prenons  /  sous  sa  forme  canonique  (2  i  )  ; 

il  \  tendra 

l  =  |  zt      z%      z8      / -• ,  Z2      «••31 

«•l 

Î1  =  -.-"'-h  2Z2{Z3-hzl=  O. 

Les  coordonnées  des  points  fondamentaux  sont  : 


Pour  a, 

*  i  ~ 

I, 

*s  = 

I, 

-a  =  —  «  ; 

»      c, 

z,  = 

h 

z2  = 

— 

I, 

?3  =  -i; 

»      b, 

z , 

- 1, 

z2  = 

I, 

-3  =  -  !  ; 

»     d, 

-1  = 

-  *', 

zl  — 

— 

*ï 

z3  =  -  I  . 

Remarquons  que  l'on  a 

%  =  (zab)2  -  Kab,         €  =  (zcdf  -  K'cd, 

k  et  k  étant  des  constantes,  que  iX  passe  par  c  et  <7,  (C  par  c  el  c/.  (  )n 
construit  aisément  les  coniques  i\  et  C,  grâce  aux  valeurs  ci-dessus  des 
coordonnées  de  a,  b,  c,  d.  On  trouve  ainsi,  pour  les  équations  des 
trois  courbes  invariantes, 


%  = 

z: 

;  + 

2;. 

,  z 

.+ 

iz\- 

za 

=  O 

a>  = 

-.,-: 

!-+- 

"       1 

!-. 

,+ 

_:t 

=  0 

C  = 

3  3 

— 

2  r., 

*3 

— 

"^  1  — 

-^ 

=  0 

Nous  avons  construit  le  groupe  \ll  de  l'Introduction. 

28.  T  est  du  type  VI  ((>).  —  Prenons  les  mêmes  coordonnées 
qu'au  n"  11.  Faisant  usage  dr>  propriétés  démontrées  au  n°  18.  <>u 
voii  que  I,  dérive  d^>  deux  substitutions 

s  =  (bc)(d)(ae),         t  =  (b)(c)(ade). 

Nous  avons  pris,  pour  les  coordonnées  de 

f> z,  =  .ss  =  o, 

c z,  =  z,  =  o: 
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achevons  de  déterminer  les  coordonnées  en  prenant 


»7 


Il  viendra 


s  = 


zt 

Or, 

«  2 

0a-3 

1  = 

^3 

~:j 

(624-6-h  i=o). 


Il  reste  à  déterminer  les  fonctions  linéaires  p  et  P  qui  entrent  dans 
l'expression  de  C  et  Î5  (11).  La  substitution  linéaire  s  laisse  fixes  les 
courbes  %  et  C  et,  par  suite,  les  tangentes^?  =  o  et  P  =  o  en  oj  à  ces 


ô'ê 


courbes;  p  ne  peut  être  *,,  P  ne  peut  être  z21  parce  que  ffï'=  —  ou 


<**. 


d€ 


C  =  -r—  se  décomposeraient  (21,  lemme  I);  ainsi 

p  z=  kz2,         P  ==  Kr, 


(/r,  K  =  const.). 


Le  discriminant  0,  qui  doit  être  (z3t —  ^l)z,  pour  %  à  un  facteur  con- 
stant près,  est 

d1où 

K2=A2; 

on  peut  toujours  supposer  K  =  /r,  puisqu'il  est  licite  de  changer  z3  en 
—  z3.  Il  vient,  en  définitive, 


%  =      z\  -ztz.2=o 

$5  =  z.,z'l  -+-  2Z*Z3  H-  ZKz\—  O 

C  =  j,s!|  +  222r3 -1- r2^2  =  o   I 
Nous  obtenons  le  groupe  XIII  de  l'Introduction. 


29.  r  es2  du  type  Vil  (6).  —  Le  groupe  T,  formé  par  les  dépla- 
cements des  trois  courbes  invariantes  31,  f3,  C,  est  isomorphe  (13, 
lemmes  II  ei  III.  el  19)  àL;  jedisquerisomorphismeestholoédrique, 
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el  qu'à  la  substitution  unité 

(*)(»)(€) 

de  T  correspond  dans  L  la  substitution  unité.  Supposons  qu'il  on  soit 
autrement,  el  soit  /  une  substitution  de  L,  ayant  a  pour  directrice  et 
laissant  fixes  il,  jfy,  C;  cr  laisse  fixes  les  trois  directions  de  tangentes 
menées  de  w  à  il,  B,  C  :  donc  <x  =  i  et  l  =  i ,  si  ces  trois  directions  sont 
distinctes.  S'il  y  avait  deux  tangentes  confondues,  il  et  jD,  par  exemple, 
se  toucheraient  en  w;  or  il  et  %  se  touchent  déjà  en  c  et  c',  se  cou- 
pent en  a,  a',  b,  b ';  le  nombre  total  des  intersections  serait  de  dix, 
savoir  :  deux  en  chacun  des  points  w,  c,  c'  et  une  en  chacun  des  points 
'/,  b,  a' ,  b ';  deux  cubiques  indécomposables  ne  peuvent  se  couper  en 
plus  de  neuf  points  sans  coïncider,  ce  qui  n'est  pas.  Il  est  donc  né- 
cessaire  que  l'isomorphisme  de  T  et  L  soit  holoédrique. 
Le  groupe  T  dérive  des  deux  substitutions 

s' =(&%€)         et         f=(3t)(HC); 

soient  .ç  et  t  les  substitutions  correspondantes  de  L;  prenons  s  sous 
forme  canonique  :  il  viendra 

s=\  z{      z,     r,      bzt      0*z.2     z3   |, 

t  =  |    Z(       Z.2       Z3         -•.>  -• ,  2]    |> 

Considérons  il;  le  point  tangentiel  de  (o  est  (26) 

;3  =  :(  +  ;;!  =  o. 

Posons 

3i  —  a[zl~\-  2ûf2z8  -h  «3  =  o, 

B  =  6,  .v+2^  -.,  -i-  b3  =  o, 

<J[  =  C,  z\  -f-   '2C2  3.,  +  Cj  =  O, 

où  les  *7,  /;,  c  sont  des  formes  binaires  en  sn  sa  d'ordre  égal  à  l'indice. 
Il   viendra 

a,  =  z,-f-z2,  a3  =  (c,  -f-  3,)'/,, 

y,      forme  quadratique  en  zn  z2.   Ecrivons  que  /  laisse   fixe  il,   il 
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viendra,  en  désignant  par/>,  p',  q,  q'  des  constantes, 


«9 


On  a,  par  suite, 


a,=p(z2{-hz;)^-p'ziz,, 
q2==q(z2t+z;)-hq'zlz2. 

&\  =  -j  -+-  z.21 

6,  =  8z,  +  82z2, 

*2= , 

^3  = ; 

c,  =  0-r,  +  0r2, 

c2  =  />(8z24-82za)  +  />'*,*„ 

c.= 


Le  déterminant  fonctionnel  de  J^  et  C  doit  être  égal  à  aa'51,  à  un 
facteur  constant  près.  Ce  déterminant  est 


ot,4-o2^  />(6i*;-h6*;)+/i'*l*l 


identifions  avec  Ka«'Jt,  K  =  const.,  il  vient 


Ozt  +  Vz2    p(Wz'il  +  Bzl)-+-p'ztz2 
O'z,  +  8*3       p(8z2  +  8a^)-f-y*(  s2 

-(e-e-x*,-*,) 
x|>(o*;+e»«;>-4-/»,*l*,4-/>(*l+*,)(ei*l  +  e*1)]. 

Le  second  membre  de  l'identité  est  divisible  par  r,  -+-  sa  :  cela  exige 
p'  =  —  p,  et  l'identité  devient 

Kaa'O.  +*)  =-  /KO  -  0')(r,  -  *,)(*,  +  »,)" ; 

Journ.  de  Math.  (/je  série),  tome  II.  —  Pasc.  I,   188G.  '  - 


QO  L.    AUTOMNE. 

de  là  résulte 

aà  =   z\    —  z\, 

b&=Vz*—b  z;, 

cc'=b  z]-Vz\, 

à  des  facteurs  constants  près. 

Le  discriminant  bb' ce'  de  %  est  donc,  à  un  facteur  constant  près, 


identifions  avec  a~2  —  ata3,  c'est-à-dire  avec 

p2(^  ■+•*;-  *i  ~v)2  -  (*i  +  ^)2  f?<>2  +  z'i)  +  s^.^L 

il  \ ient 

L'expression  de  %  est  par  conséquent,  en  écrivant pz3  au  lieu  de  p, 
ce  qui  est  licite, 

2L  =  (*<■+■  z2)z23+  2(r;-h^J-  z(z2)z, 

—  i(z,  +:2)(:;  +  ;:-  z,22)  =  o. 

D'ailleurs  13  et  C  s'obtiennent  en  transformant  ,31  par  s. 
Nous  avons  construit  le  groupe  XIV  de  l'Introduction. 

CINQUIÈME  PARTIE. 

APPLICATIONS. 

50.  Nous  ne  construirons  pas  le  tableau  complet  des  groupes 
cubiques  d'ordre  fini,  qui  sont  fort  nombreux  (une  cinquantaine).  Nou- 
nous bornerons  à  montrer,  sur  un  exemple  simple,  comment  on  peut 
donner  l'expression  effective  des  substitutions  d'un  groupe  cubique  (i 
d'ordre  fini,  après  qu'on  a  eboisi  le  groupe  normal  V  et  le  groupe 
directeur  i-. 
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L'exemple  consistera  dans  la  construction  de  tous  les  groupes  G, 
dont  le  groupe  directeur  2  est  formé  par  les  trois  puissances  de  la 
substitution 


Or, 


82  -h  8  -4- 1  = 


En  vertu  des  applications  précédentes,  T  ne  peut  être  ni  du 
type  IV  (6),  car  alors  G  ne  peut  être  cubique  [(13),  corollaires  du 
lemme  I],  ni  du  type  V  (6),  car  alors  2  ne  contient  pas  de  substitution 
d'ordre  trois  (16).  Nous  allons  supposer  successivement  F  des  types 
I,  II,  III,  VI  et  VII  (6). 

31.  T  est  du  type  I.  —  G  n'a  d'autre  substitution  normale  que 
l'unité;  appelons  S  la  substitution  de  G  qui  correspond  à  a;  S:t  =  i, 
S2  =  S-1  :  le  carré  de  S  doit  être,  par  suite,  cubique  comme  S,  S  et  S-1 
doivent  avoir  deux  et  seulement  deux  points  fondamentaux  communs 
(1),  lemme  I). 

Remarquons  d'abord  qu'on  ne  peut  avoir 

(  a.  . . 

S 

[  a.  . . 

car  a  ne  serait  plus  fondamental  pour  S2  =  S-',  ce  qui  est  contradic- 
toire dans  les  termes;  cr  déplace,  par  suite,  toutes  les  directions  fonda- 
mentales. Prenons 

Ia    b   c   d 
a'  b'  c'  <l 
on  aura 

o-  =  (aa  a"). .  .{dd d"  ). 

et,  comme  S  et  S"'  ont  deux  fondamentaux  communs,  les  cycles  de  a 
se  réduisent  à  deux  cr  =  (aa'a")(cc'c"),  et  il  vient  pour  S 

(  a    a'      c    c' 
S 
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En  un  mot,  nous  pouvons  écrire 

l  a  b     a'  b' 
S  ' 

(  b   c     b'    d 

Désignons  toujours  par  a  le  facteur  linéaire  qui,  annulé,  donne  l'é- 
quation  de  la  droite  wa,  etc.,  on  a 

(i)                     <r(a)  =  c,          <7(b)  =  a,         a(c)  =  b, 
(i')  ff(tf')=c',  ,  

et,  de  plus, 

(2)  §(zbb')  =  aa'(zbb'). 

Prenons  pour  z3  =  o  l'équation  de  la  droite  bb' ,  il  viendra  (2) 

zt       Oz,(pz,+  bb') 
S=     z,     Vz.2(pz3+bb) 
z3  kaa'z3 

où  p  est  linéaire  en  zn  z2>  ^  =  const.  Si  nous  formons  les  puissances 
de  S  en  tenant  compte  des  égalités  (  1  )et(  1  '),  il  viendra,  après  suppression 
du  facteur  ce', 

z2      t*M\*,lp  +  ka(p)]  +  bbr\ 

h  k2rc'z3 

et,  pareillement  pour  S3, 


S3  = 


za     za  |  ^3f/j  -+-  k<r(p)  +  A-cr2(/>)|  +  M'  ! 
k*bb'za 


=  1=\Z(      bb'zA  (1  =  1,2,3). 

A:t  =  1 ,  p  +  ko(p)+  k'2  n-  (  p)  =  o  : 
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posons  p  =  ptzt-h  p2z2  :  il  viendra,  pour  la  seconde  condition,  l'iden- 
tité 


(3) 


ptzt(i  ■+-  AO  +  A2Q2)  +p,z2{i  h-  Aô2-t-  A-20)  =  o. 


Si  p{p2<o,  A  =  i;  si pj=  o  (j  =  i,  2),  k  =  i  ou  A  =  (H.  Il  vient 
par  suite,  pour  S,  les  deux  formes  suivantes,  que  nous  appellerons  pre- 
mière et  deuxième  espèce  (types  XV  et  XVI  de  l'Introduction). 

Première  espèce  : 


S  = 


Seconde  espèce  : 


z2     ^z.^p.z,  +  p2z2)z3  +  bb'\ 

2  ■%  Cttt     Z  O 


s  = 


-1  ^zt(p0ztz3-h  bb') 
z2  b2z2(p0z(z,-+-bb') 
z»  daa'z. 


ou 


bb' —   bKKz\   -+-  2bi2ztz2-h  b22z\       ('), 
ad  ■=  b{i^2z2t-h  2bt2z{z2-\-  b220z2,. 

32.  r  est  du  type  II  (6).  —  La  substitution  S  est  échangeable 
à  A  (13)  et  laisse  invariable  la  conique  invariante  %.  Je  dis  que  l'on 
peut  supposer  que  S3  =  1.  Si,  en  effet,  on  avait  S3  =  A,  il  suffirait  de 
considérer  SA  au  lieu  de  S,  car  (SA)3  =  S3  A  =  1 . 

Lemme.  —  La  substitution  S,  telle  que  S3=i,  ne  peut  être  cu- 
bique. 


Appelons  d  et  d'  les  fondamentaux  de  A;  on  aura,  pour  S  (31), 

(  ab  a'b' 
S 

(   bc    b' <:' 


(d)(d')(abc)(a'br  >: 


(')  Nous     pouvons    d'ailleurs    prendre    les    coordonnées    de    façon    à    avoii 
h  =  ~, —  ^2  et  supprimer  les  accents  devenus  inutiles. 
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il  est  donc  impossible  que  A  et  S  aient  un  fondamental  au  moins  com- 
mun, comme  l'exigerait  le  lemme  I  du  n°  1. 

Pour  construire  G,  il  suffira  de  combiner  à  A  la  substitution  qua- 
dratique s;  on  démontrera  d'ailleurs,  comme  au  n°  3i,  que 

[  a   b 
(   b   c 

Prenons,  comme  au  n°  7,  d(z,  =  z3  =  o)  et  d'(z2  =  z3  =  o);  a  res- 
tera  sous  forme  canonique,  puisqu'elle  laisse  fixe  dd'.  Il  viendra 


%  =  zl 


t  *  I  *  2 


remarquons  que  s{d)  =  d,  s(d')  =  d' \  on  aura,  en  désignant  par  />, 
q,  des  formes  binaires  en  zt,  z2  d'ordre  égal  à  l'indice 


s  = 


z{      62,(^0^3  -hpt) 
z2     $2z2(p0zs-hpi) 

Z3  q,z.,^-ztz.2 


{paziz.i—  piqi  =  'kcîb). 


Si  nous  écrivons  que  s2  est  quadratique  après  séparation  du  facteur  a, 
nous  avons,  entre  autres,  la  condition 


(0 


*0OH-?l  =  a» 


à  un  facteur  constant  près. 

D'ailleurs  (13),  puisque  b  et  c  sont  sur  ,31,  on  a  identiquement 

.s&  =  Kab&  (K  =  const.); 

d'où,  identifiant  les  coefficients  de  z3  dans  les  deux  membres, 

(  q*—p(>ziz2  =  Kab,  p]-zAz2  =  Kab, 

(2)   <  qi=PoPu         avec        pùztz2  —  piqt  =  'kab, 

'  (\  =  const.). 

De  ces  identités  on  tire  p0=i,  qtz=p^.  Achevons  de  déterminer  le 
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système  des  coordonnées  en  prenant  b(z{  =  z2  =  za  =  i),  b  =  zt  —  z .,, 
a  =  Bzt  —  02z2,  c  =  Q2zf  -6s2. 

Pour  satisfaire  aux  identités  (2),  il  est  nécessaire  que pK  soit  propor- 
tionnel à  l'une  des  fonctions  02zt  -h  0z2  ou  Q2z,  —  Qz2  ;  en  ayant  égard 
à  l'identité  (1),  on  voit  que 


P%=  V-(^-zt  -  Gz2) 


(jjl  =  const.). 


L'expression  de  s  devient 


s  = 


zt      9^^3+^(6^,-6^)] 

z.2   e»*,[*,  +  ljL(e»*l-e*,)] 

z,      11^(6»*,— 0*a)  +  *.  *« 
écrivons  que  le  point  6(c,  =  z2  =  z3  =  1)  est  fondamental;  il  vient 

H-|x(62  — 6)=o; 

on  a  enfin  construit  ainsi  le  type  XYII  de  l'Introduction. 

55.  r  est  du  type  ///(6).  —  On  démontrera,  comme  plus  haut 
(52),  qu'il  est  permis  de  supposer,  dans  tous  les  cas,  S3  =  1 .  Nous  ad- 
joindrons successivement  à  A  pour  construire  G  une  substitution  qua- 
dratique s  ou  cubique  S,  ayant  toutes  deux  pour  cube  l'unité. 

Soit  abcdle  discriminant  de  A;  on  aura  (15  ) 

a-  =  (d)(abc) 


et  (52  ) 


d'où 


a 


'  y 


(d)(abc)(a'b'c')', 


mais  A  et  s  ont  au  moins  un  fondamental  commun;  cela  n\ îsI  possible 

que  si 

a  =  a',         b  =  b\         c  =  c' 
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et 
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a 


b  c 


La  direction  cl  =  o  reste  invariable  par  a,  d'où  d  =  z,  ;  d'ailleurs, 

s(zbd)  =  a(zbd)', 

si  nous  prenons,  par  conséquent,  z3  =  o  pour  équation  de  la  droite  6rf, 
on  aura 


s  = 


^,       Oz^zab) 

z.2     (Pz,(zab) 
z:i        a(zbd) 


z ,  Or,  (  A^j  H-  ]xb) 
z2  VziÇkz,+  V.b) 
z.  az. 


avec  la  condition  u2-f-  [X  -+-  i  =  o. 

Appelons  u  le  troisième  point  où  fo/ rencontre  51;  puisque  bd  reste 
lixe  pour  .v,  «  reste  aussi  un  point  fixe;  la  direction  u>u  a  pour  équation 
r^oous^o;  cette  seconde  supposition  est  impossible,  car  bd  tou- 
cherait 2L  en  ^/  («,  =  o)  et  passerait  par  w,  puisque  d  est  un  point  de 
ramification;  il  y  aurait  deux  points  fondamentaux  b  et  d  en  ligne 
droite  avec  w,  ce  qui  est  absurde  (4,  lemme).  En  résumé,  si  l'on  dé- 
signe par  q  une  forme  linéaire  en  zn  z.2  et  par  k  une  constante,  il 
vient 

%  =  qz\  -+-  2^^,-;, -h  kzlz.2b  =  o 


et,  puisque  le  discriminant  est  a&cd, 

(i)  bzt  —  kqz2  =  —  k'ac 


(k'=  const.). 


La  substitution  s  doit  laisser  fixe  2L,  qui  passe  par  to,  b,  c;  il  vient 
ainsi 

s3i  =  (zab)ab  x  KjJl  (K  =  const.). 

Développons  et  identifions  les  coefficients  dcr3  dans  les  deux  membres; 
il  viendra 

K  =  p.2 
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et,  après  quelques  transformations  faciles, 


« 


l  Xz{  (u.b  -+-  Oa)  -+-  ai{q)  —  a2  /^  =  o, 
(  Qa  -+-  kkz.2  =  u.b. 


Des  identités  (i)  et  (2),  on  tire 

fjt.  =  O2,  A'  =  —  1,  A' A  =  1  —  O2,  —  kq  =  25,  h-  z2, 

après  qu'on  a  achevé  de  fixer  les  coordonnées  des  directions  issues  de 
(D  en  prenant 


d'où 


b  =  zt-z2; 

a  =  6z,  -  G2s2,         c  =  Q25,  -  0.-,. 


Prenant  maintenant  pour  variable  kz3  au  lieu  de  zSi  ce  qui  est  licite, 
il  viendra 


et 


51  =  (2^,  H-  z2)-s3—  25,(5,  —  z.2)z.,  —  z{z2(zt  —  z.2)  =  o 

P,  Ô5,[(l-02)53+02(5,-5:i)J 

52  025j(l-O2)5,+  O2(5<-52)] 

53  53(65,  -0252) 


On  a  construit  ainsi  le  groupe  XVIII  de  l'Introduction. 

34.   Combinons  maintenant  avec  A  une  substitution  cubique  S  qui 
est,  comme  plus  haut  (51),  de  la  forme 


A  étant  (1,  lemme  I), 


A 


a  b  a    b' 

b  c  b'  c' 

d  a  b  c 

d  a  b  c 


1  =  (  abc)(d b' <■'  ), 


T  = 


(d)(abc)(a'b'c'). 


Remarquons  que  Ton  a   S(zbb')  =  aa'(zbb');   prenons  la  droite 
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bb'  pour  zs  =  o;  soit  //  le  troisième  point  où  bb'  rencontre  31,  S  laisse 
bb'  fixe  et,  par  suite,  aussi  //;  la  direction  cou  ne  peut  être  (pie 
z{  =  o(u  —  cl)  ou  z.,  =  o. 

Prenons  d'abord  «  =  <-/;  il  viendra 


(>) 


31  =  ^^!j  -h  ibzKz%-\-  zK  bb'=  o, 
bz,  —  b'q  =  —  k'ac 


(k'=  const.  ). 


q  =  forme  linéaire  en  z,,  z2,  et  (51  ) 


z,  Ozt(pz,-h  bb') 
z.2  (Pz2(pz,  +  bb') 
z8  kaa'z3 


(*'  =  i); 


yo  =  forme  linéaire  en  z(,  z2  :  la  forme  donnée  pour  S  comprend,  en 
effet,  les  deux  espèces  (31).  On  doit  avoir,  puisque  S  laisse  la  courbe  31 
immobile, 

S 31  =  (pz3-h  bb')aa'bb'  x  K31  (K.  =  const.  >. 

Identifions  les  coefficients  des  puissances  de  z3  dans  les  deux  mem- 
bres, il  vient,  après  quelques  transformations  faciles,  en  tenant  compte 
de  (.), 


(") 


k2aa'>j(q)  —  Qbb'q  -+-  t)pzt(ik' ■+- p)a  ==  o, 
ka  -h  p  =  b,         K  =  0. 


si  Ton  prend 


(  )u  tire  des  identités  (2) 

A-  =  02,         p  =  b-Wa, 

b  =  zt-  z.,, 
d'où 

a  =  0zf-  e^za,         c  =  ôa^1  —  8za,        p=(6-  i)z9. 

Quant  ;m\  formes  Linéaires  b'  et  </,  les  seules  conditions  auxquelles 
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elles  soient  assujetties  sont  l'identité  (i),  qui  devient 

(Y)  b' q  =  zt(z,  -  z2)-h  k'(z]  +  ztz2-h zl). 

En  résumé,  S  est  de  la  deuxième  espèce  (51)  et  Ton  a 

%  =^+^l(;l-;2):3  +  :l:i'  =  o, 
zK     Qz,[z2z,(0  -  i)+  b\zK  ~  z2)\ 

z3  O2  a'  z,(ùz  ,-02-,) 

Nous  avons  ainsi  construit  le  groupe  XIX  de  l'Introduction,  après 
suppression  des  accents  devenus  inutiles. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  bb'  ou  z3  =  o  coupe  5V  en  un 
troisième  point  u,  tel  que  u>u  soit  z2  =  o.  Il  viendra 


(O 


51  =  qz-l  -h  2  ôrsa  -h  z.,  bb'  =  o  (  '  )  ; 

&/'2  —  Jo  çr//  =  —  À'  r ,  <2C, 


puisque  abcd  est  le  descriminant  de  Jt;  çr,  /•  ==  formes  linéaires  en  sn 
j.,.  On  a  encore 

s,      Oz,(pz,  +  bb') 

S==     z.2     Vz2(pz3-hbb')  (/r'  =  i). 

s3  kaa'z:i 

On  a  encore  aussi 

S>3l  =  (/>*3  4-  bb')aa'bb'  x  K^l         (K  =  const.); 

l'identification  des  deux  membres  conduit,  après  quelques  transfor- 
mations faciles,  au  système 


(»') 


aa'a(q)  —  bb'Wq  ■+-  p[aa(r)  H-  B2br]  =  o, 

a<j(r)-+-Oipz.1=  02br, 

K  =  02. 


(')  On  peut  d'ailleurs  choisir  les  coordonnées  de  façon  a  avoir  b  =  z{  —  z2 


I  (X) 
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La  première  des  identités  (2')  est  une  conséquence  delà  deuxième 
cl  de  (Y),  après  qu'on  a  fait  k  =  1,  comme  l'exige  cette  deuxième 
identité  (■>').  Les  seules  relations  distinctes  que  Ton  trouve  sont  donc 


(       nz , =  br   —  ao(r) 

(  "v  )  ! 

'   qb'  z.,  =  br2  -f-  k'  z ,  ac 
(  )n  a  construil  ainsi  le  groupe  XX  de  l'Introduction. 


(*=*,-».)• 


«"5.  Le  groupe  V  est  du  type  17(6).  --  Dans  ce  cas  la  substitu- 
1  m. h  S,  qui  a  u  pour  directrice,  laisse  fixes  31,  1$,  C  (  18)  ;  S  laisse  fixe 
la  conique 

*  =  *;-*,*„ 

et,  en  raisonnant  comme  plus  haut  (32),  on  démontre  que  S  est  une 
substitution  quadratique 


k   < 


d 


ou 


:,       Or(|-:t-ha(02r(  -  0-2  )| 
:.,      ()■*,[*, -h  i^O^.-O*,)] 

::i        u(02  -,  -  0-2)-:t-H -,", 

(JL=(6  Ô2)-',  £/=*,-«„ 

a  =  Or,  -  02j2,  e=  Û2z,-  0r2. 

(  lela  posé,  on  voil  sur  S  que  les  coordonnées 

du  point  a  sont  02  0  —  1 , 
du  point  d  sont  11  1 , 
du   point  e  sont      0    G2  —  1  ; 

cl  pour  construire  ffï,  QL  nous  déterminerons  les  (\cw\  formes  linéaires 

/M'I     |»    (    I    I     ). 

(  lonsidérons  les  coniques 


r)îJ 


*    ,;?;    P.-.+P,,,     r   £=pw«« 

IV  csl   la  conique  des  cinq  points  o),  a,  //,  c,  c; 
C  est  la  conique  des  cinq  points  co,  a,  c?,  c,  A, 
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et  par  suite  (X,  A'  =  const.) 

IV  =  XJl  +  (zae)(zdc),         €  =  \'%,+(zae)  (zdb). 
Comme  %'  et  C  passent  par  a>,  il  vient 

X  -+-  (ae)3  (dc)3  =  X'H-(ae):i  (db)3  =  o. 
On  tire  de  ces  relations 

p  =  2:'  +  ^    „.,  _P..  _.»_.. 

-p=  i,+Ml,  ^-2      •,~"ï    -•• 

On  a  construit  ainsi  le  groupe  XXI  de  l'Introduction. 
Nous  avons  écarté  d'ailleurs  la  supposition 

(  b  c 
s   ' 
[b  c 

car  s  A  aurait  été  linéaire  et  le  groupe  G  un  groupe  normo-linéaire 
déjà  construit  (28). 

56.  r  est  du  type  Vil  (6).  —  On  aura  évidemment,  puisque 
o»  =  i, 

a  =(abc)(a'  b'c'), 

et  l'on  voit  qu'au  point  de  vue  de  a  et  des  discriminants  de  A,  B,  C  les 
six  fondamentaux  se  partagent  en  deux  cycles 

abc     et     a'b'c\ 
ou  en  trois  couples 

aa,     bb',     ce'. 

Je  dis  que  pour  construire  G  il  suffira  dans  tous  les  cas  de  combiner 
à  T  nue  substitution  quadratiques.  Prenons  en  effel  dans  G  une  sub- 
stitution cubique  S;  nous  pouvons  emprunter  les  quatre  fondamentaux 


I  0  2 
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de  S,  soil  à  deux,  soil  aux  trois  couples,  <i  le  discriminant  sera,  par 
exemple, 

ad  bb      où     ad  bc 

Dans  le  premier  cas,  SC  est  linéaire  et  G  normo-linéaire;  dans  le 
second  cas,  Sl>  est  quadratique,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Considérons  maintenant  la  substitution  s\  nous  pouvons  emprunter 
les  deux  fondamentaux  de  la  quadratique  s,  par  exemple,  à  un  même 
couple,  et  le  discriminant  sera  aal \  à  un  même  cycle,  et  le  discri- 
minant sera  bc\  à  des  couples  et  cycles  différents,  et  le  discriminant 
sera    bc' . 

Si  Ion  avait 

i   ad  .    a  a      c   c 

s  '  .s-   ) 

'    h    //'  I    c    c      b  b' 

sJ  II  serait  linéaire  et  G  normo-linéaire,  groupe  déjà  construit. 
Si  l'on  avait 

■    b  c  l   b  a      c'  b 

\  c  d  \  a  c      b'  a 

s3  serait  biquadratique ,  ce  qui  est  impossible. 
Nous  ne  pouvons  supposer  par  suite  que 


{'■ 


)  c 


c  a 


Prenons  ce'  pour  z3  =  o;  il  viendra 


z,     (Pz.^zbc) 
z,       b(zb'c) 


z,       Bzt  (Xz3  -+-  (AC) 

Z,       02Z,ÇhZ,  +  [>.€) 

z,      bÇk'zi+p/c) 


Ecrivons  que  .s,:'  =  i,  on  aura  entre  les  constantes  X  et    [x 

(  I  )  A  a  -h  X  [JL'  -h  X'  (Jt  ■+-  |X2  =  O. 
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D'ailleurs  s  permute  entre  elles  les  trois  courbes  invariantes  et  il 
vient 

(2)  *3l  =  C,         s%=3L,         s€  =  %, 

à  des  facteurs  fondamentaux  près.  Les  conditions  (2)  nous  donnent  un 
certain  nombre  d'équations  entre  les  trois  [à  cause  de  (i)j  constantes 
indépendantes  À  et  [x  et  les  dix  coefficients  des  cinq  formes  linéaires 
en  zt,  z2,  p,  j),  P,  Q,  c';  je  ne  compte  pas  c,  puisqu'on  peut,  par  un 
choix  convenable  de  coordonnées,  prendre  c  =  zt  —  z2  par  exemple. 
On  obtiendrait  la  valeur  des  divers  coefficients  par  dc^  calculs  passa- 
blement pénibles,  que  nous  omettrons  afin  de  ne  pas  pousser  plus  loin 
la  construction  du  groupe  XXII  de  l'Introduction. 
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Sur  la  possibilité  (Varie  représentation  analytique  des  fonctions 
dites  arbitraires  d'une  variable  réelle  ; 

Par  M.   K.   WEIERSTRASS. 


Traduit  par  M.  Léonce  Laugel. 


Soit  f(x)  une  fonction  uniforme  réelle  et  continue  pour  toute  va- 
leur réelle  de  la  variables  et  dont  la  valeur  absolue  ait  une  limite  supé- 
rieure finie;  on  sait  qu'elle  satisfait  à  l'équation  suivante,  dans  laquelle 
u  désigne  une  deuxième  variable  réelle  et  k  une  grandeur  positive  in- 
dépendante de  x  et  de  u, 

(i)  Umrrf    Au)e-^ydu=f{x). 

Le  théorème  qu'exprime  cette  équation  est  susceptible  d'être  aisé- 
ment généralisé. 

Soit  une  fonction  quelconque  *]>(%)  de  même  nature  que  f(x),  qui, 
ne  changeant  pas  de  signe,  satisfasse  à  l'équation  <\>(  —  x)  =  ty(x)  et, 
en  outre,  à  la  condition  suivante  : 

L'intégrale 

i        <\>(x)dx 
conserve  une  valeur  finie,  qui  sera  désignée  par  tu.  Si  l'on  pose 

(»)  F(».*>=rô/"/to+(ïï£)'lB' 

v 00  \  / 
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on  aura 

limF(«,  *)=/(*)■ 

k  =  0 

Pour  la  démonstration  des  équations  (i),  (3),  il  y  a  lieu  de  faire 
la  remarque  suivante.  Soient  at,  <z2,  b„  b2  des  grandeurs  positives, 
&,>«,,  b2>a2  ;  on  a 

=  ^fjtuy^yu  +  ■jfV(«)+(î^£)rf" 

=      f(-bt-...-at)f       ty(u)du 

<J n,-\-.r 
k 
bx  —  x 

* 

Considérée  conjointement  avec  les  suppositions  que  nous  avons 
faites  sur  les  fonctions  /(a?)  et  i|;(a?},  cette  équation  nous  apprend  que 


l'intégrale 


«^  —  «.  x 


si  l'on  v  donne  aux  grandeurs se,  k  des  valeurs  déterminées  et  qu'en- 
suite a  et  #.,  deviennent,  indépendamment  l'un  de  l'autre,  infiniment 
grands  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  et  que,  par  consé- 
quent,  l'intégrale 

esl  une  grandeur  parfaitement  définie. 

Cela  posé,  soit  S  une  grandeur  positive  qui  peut  être  prise  aussi 

(')  Je  désigne  par f(X\ cr)  une  valeur  moyenne  entre  la  plus  petite  el  la 

plus  mande  des  valeurs  que  prend  /(a?)  dans  l'intervalle  de  .v^.r^  à  x=.x%. 
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petite  que  l'on  veut;  on  a 

F(*>*>=   ïk£"V(«)+(!^£)rf«  +  iîijf^  a»)+(^)a. 

-^/(^  +  s+...-+-oc)    /    K")rf» 

•^  ô 

I 

0 

+  i/  [/(*-*«) -h/0* +  *»)]<K«)«fai 

«-  0 

d'où  Ton  tire 

F(*,  *)-/(*) 

=  /(-»  +  •  ■•--»»-/(*)  f'Ku)du 


=  A— +  •••  +  « )-/W  f~K„)du 

Â 

4-  iS|  [/(a;  -  cS)  +  /(*  +  £0)  -  2/^)], 

£,  e,  désignant  des  grandeurs  positives  comprises  entre  o  et  i . 

Soient  maintenant  a:,,  x2  deux  valeurs  quelconques  déterminées  de 
x,  G  la  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  f(x)  et  gn  g2  deux 
grandeurs  positives  qui  peuvent  être  prises  aussi  petites  qu'on  voudra. 
Nous  pouvons  d'abord  donner  à  la  grandeur  o  une  valeur  assez  petite 
pour  que  la  grandeur  absolue  de 

J[/(a?  -  u)  +/(a?  -t-  u)  -  2/(a?)] 
soit  toujours  plus  petite  que  g-,,  lorsque  #  est  compris  dans  L'inter- 
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valle  (x ,x2)  el  pendant  que  u  l'est  en  même  temps  clans  L'inter- 
valle (o,  . . .,  o). 

A-t-on  attribué  une  telle  valeur  à  o,  on  pont  ensuite  déterminer 
une  grandeur  positive  A',  telle  que,  pour  chaque  valeur  de  A-  qui  soit 
plus  petite  que  A',  on  ait  l'inégalité 


2—f     <]/(u)du<g.2; 


alors,  en  vertu  de  l'équation  précédente,  la  différence  entre  F(./:,  k)  el 
/(./;)  est,  en  valeur  absolue,  plus  petite  que  g,  -+-  g2,  et  ceci  est  vrai 
pour  chacune  des  valeurs  considérées  de  x. 

Ceci  démontre  non  seulement  que,  pour  chaque  valeur  considérée 
isolément  de  x,  V(x,  A)  se  rapproche  de  la  limite  /(x)  lorsque  k  de- 
vient infiniment  petit,  mais  encore  que  F(x,  k)  converge  uniformé- 
ment vers  cette  limite  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dans  un 
intervalle  fini. 

De  l'équation  (3)  je  lire  une  conséquence  bien  digne  de  remarque. 

Parmi  les  fonctions  '}(./)  salisfaisanl  aux  conditions  ci-dessus,  il  y 
en  a  une  infinité  qui  sont  des  fonctions  transcendantes  entières  el  ont 
également  cette  propriété  que  les  fondions  F(#,  k)  correspondantes 
sont  développables  pour  toute  valeur  déterminée  de  la  grandeur  k  sui- 
vant les  puissances  de  x  en  séries  constamment  convergentes. 

Prend-on  pour  <\>(x)  une  fonction  de  cette  nature,  par  exemple 
'\>(x)  =  f'"'\  on  a  le  théorème  suivant,  qui  me  parait  remarquable  et 
fécond  : 

A.  Soit  f(x)  une  fonction  définie  seulement  pour  les  valeurs 
réelles  de  lu  variable  x,  uniforme  et  partout  continue  :  on  peut 
former  d'une  foule  de  manières  une  fonction  transcendante  entière 
F(.r,  A"),  qui)  outre  x,  contient  un  paramètre  variable  (j>ositif)k,  et 
telle  que,  pour  toute  râleur  réelle  de  .r,  on  ait  l'équation 

lim  V(x,  A)  =  f(x). 

x  =  o 
\\ec  la  condition  que  la  variable  x  reste  comprise  clans  un  inter- 
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valle  fini,  on  peut,  en  outre,  comme  il  a  été  vu,  en  prenant  une  gran- 
deur g'  aussi  petite  qu'on  veut,  donner  au  paramètre  A-  une  valeur  k' 
assez  petite  pour  que  la  différence  entre  F(x,  k')  et  f(x)  soit,  en 
valeur  absolue,  plus  petite  que  g'  pour  chaque  valeur  de  x.  Si  f  on  met 
alors  F(x,  k')  sous  la  forme  d'une  série  de  puissances 

A0  — \—  A  t  x  — f-  AjX"  — f- .  .  . , 

et  si  Ton  désigne  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série  par 
G(x),  on  peut,  en  prenant  une  autre  grandeur  positive  g",  donner  à  n 
une  valeur  assez  grande  pour  que  la  valeur  absolue  de 

F(x,  k')  -  C,(x) 

soit  plus  petite  que  g"  pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  l'inter- 
valle considéré;  et,  par  conséquent,  la  valeur  absolue  dcf(x)  —  G(x  ) 
sera  plus  petite  que  g'  -+-  g" . 

On  a,  de  la  sorte,  démontré  le  théorème  suivant  : 

B.  Sif(x)  est  une  fonction  de  la  nature  considérée  ci-dessus  et  si 
la  variable  x  reste  comprise  dans  un  intervalle  fini  quelconque,  on 
peut,  en  prenant  une  grandeur  positive  g,  qui  peut  devenir  aussi 
petite  qu'on  voudra,  déterminer  d'une  foule  de  manières  une  fonc- 
tion entière  rationnelle,  qui,  dans  V intervalle  considéré ,  se  rap- 
proche de  la  fonction  f(x)  assez  près  pour  que  la  différence 
f(x)  —  G(x)  soit  toujours  plus  petite  que  g  en  valeur  absolue. 

Prenons  maintenant  deux  suites  infinies  de  grandeurs  positives 

aK ,     05;,,     a.n     . . . , 

cr  pr  <>• 

on      b  *  '      b  a  '       *  *  *  ' 


telles  que  lima„=  ce  et  que  V  g\,  ait  une  valeur  finie;  on  peut  alors, 

V  =  l 

conformément  ;'i  ce  qui  précède,  déterminer  une  suite   de   fonctions 
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entières  rationnelles 

G,(x),     G2(x),     G3(x),     ..., 
telles  que  (pour  v  =  i,  2,  ...,  oo) 

|  /(x)-  Gy(x)  |  <gw 

lorsque  x  reste  compris  dans  l'intervalle  (—  av. .  .  <2V). 
Posons 

f0(x)=  G{(x), 

/v(#)  =  Gv+ ,  (x)  —  Gv(#), 
on  a 

2/v(a?)=  g»-m<»> 

et,  pour  chaque  valeur  déterminée  de  x, 

UmGn+{(x)  =  /(x)- 

ri  —  00 

ce  qui  donne 

/(*)=ï;/*(*). 

v  =  o 

Soient  maintenant  a?n  a?2  deux  valeurs  quelconques  de  ^  détermi- 
nées finies;  et  des  inégalités 

J(x)-Gv(x)      ]   <-v  (-<*,<*<«,  ), 

f(x)-G,h{(x)  |  <#VM         (-a.H^af^,), 

on  tire,  pour  chaque  valeur  de  x  comprise  dans  l'intervalle  (xt >  ,  > 

|   /v(a?)    |    <#v    H  iTv . , 
tanl  que  v  est  plus  grand  qu'un  nombre  déterminé  v'  qui  est  défini  par 
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la  condition  suivante  :  tout  intervalle  (—  «v,  . . .,  «v)  pour  lequel  v  >  v' 
doit  contenir  les  deux  valeurs  xn  x.2. 
On  a  donc 

i  i/vW  i  <  i  tev+êv,), 

v  =  v'-i-i  v=v'-t-i 

lorsque  Ton  a 

/y*       V.    /y»  *■■-,    /y» 

Il  s'ensuit  que  la  série 

i  /vW 

v=y+i 

et,  par  conséquent,  la  série 

■e 

v  =  o 

convergent  absolument  dans  tous  les  cas,  et  uniformément  pour  toulcs 
les  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (xn  . .  .,x.2).  Or  le  choix 
des  grandeurs  xn  x.2,  n'est  soumis  à  aucune  restriction  autre  que 
d'avoir  des  valeurs  réelles  et  les  fonctions  f(x)  en  sont  indépen- 
dantes. 

La  série  précédente  converge  donc  absolument  pour  toute  valeur 
de  x  et  uniformément  dans  tout  intervalle 

-y*         <^     ry*   *C    ry* 

*Aj  |    «X/    \K/  O  1 

dont  les  limites  ont  des  valeurs  finies. 
D'où  le  théorème  suivant  (C)  : 

Toute  fonction  /(x)  de  la  nature  considérée  peut  cire  repré- 
sentée d'une  foule  de  manières  par  une  série  infinie  dont  les  termes 
sont  des  fonctions  entières  rationnelles  de  x.  Celte  série  converge  ab- 
solument pour  toute  valeur  finie  de  x  et  uniformément  dans  chaque 
intervalle  (xn  . . .,  x2)  dont  les  limites  sont  des  grandeurs  finies. 

A  propos  du  théorème  (B),  il  est  à  remarquer  que  pour  L'établir  il 
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est  seulement  nécessaire  de  choisir  pour  ^(x)  une  fonction  transcen- 
dante  entière,  jouissant  des  propriétés  que  Ton  a  vues  plus  haut;  mais 
il  ne  l'est  nullement  que  F(x,  k )  soit  fonction  entière  de  x,  et  cela 
nVsl  pas  une  conséquence  nécessaire  de  la  première  hypothèse. 
En  effet,  posons,  a,  b  étant  deux  grandeurs  réelles  quelconques, 

f.(-.'o=^X'7(«)*(^>''<. 

l'on  aura  pour  les  valeurs  réelles  de  x 

F(x,  k)=Ft(x,  k)  +  ±  f+mf(x  -  ku)^(u)du 

*■  X  -  a 

+  ^>f     f(x  +  ku)ty(u)du. 


'  b  —  x 

T 


Donc  si  a,  b,  xn  x2  satisfont  à  la  condition 

a  <[  xK  <  x2  <C  b, 

el  si  gK  désigne  une  grandeur  positive  prise  aussi  petite  que  Ton  veut, 
on  pourra  fixer  la  valeur  de  k,  de  telle  sorte  que  la  valeur  absolue  de 
la  différence  f(x)  —  F,  (a?,  A)  soit  plus  petite  (pie  g,  pour  toute  va- 
leur de  x  comprise  dans  l'intervalle  (.r,,  . . .,  x.2). 

Cela  posé,  comme  F,  (x,  k)  est  toujours  une  fonction  entière  (  trans- 
cendante) de  x,  nous  pouvons  ensuite,  en  prenant  une  nouvelle  gran- 
deur positive  g2i  déterminer  une  fonction  entière  rationnelle  (!(./•). 
telle  que  dans  l'intervalle  (xtSxSx2)  on  ait 


(I  ou 


(  m  ./•)  -  F,  (a?,  k)  \  <#2> 


c'est  ce  qu'exprime  le  théorème  (B). 

(  lette  démonstration  du  théorème  en  question  est,  je  crois,  complè- 
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tement  rigoureuse,  et  peut  suffire  s'il  s'agit  seulement  de  montrer  qu'il 
existe  des  fonctions  rationnelles  entières  G(x),  qui,  dans  tous  les 
points  d'un  intervalle  donné,  se  rapprochent  d'aussi  près  que  l'on 
voudra  d'une  fonction  donnée  f(x)  et  qu'elles  peuvent  être  effective- 
ment déterminées. 

Mais  la  construction  de  pareilles  fonctions,  telle  que  nous  l'avons 
indiquée  précédemment,  présente  une  lacune  essentielle. 

Posons  en  effet 

F1(a?,*i)  =  2(*vK, 

V  =0 

où  le  symbole  (/rv)  indique  une  fonction  de  k  donnée  par  l'expression 
et  soit 

n   -  1 

v=o 

il  existera  à  la  vérité,  quand  §  est  une  grandeur  positive  donnée  quel- 
conque, des  valeurs  de  k  et  de  n  pour  lesquelles,  dans  l'intervalle 
(xtSx^x2),  on  ait 

\f(x)-G^(x,  k)  |  <$. 

Mais,  si  B  devient  infiniment  petit,  k  le  devient  également,  et  mal- 
heureusement alors  la  considération  de  l'expression  ci-dessus  de  (A)v 
ne  nous  apprend  pas  si,  lorsque  k  devient  infiniment  petit,  ladite 
expression  tend  vers  une  limite  finie,  ou  du  moins  reste  finie,  condi- 
tion absolument  nécessaire  pour  que  l'on  puisse  delà  manière  indiquée 
obtenir  une  représentation  approchée  utilisable  de  la  fonction  /(oc), 
pour  une  valeur  aussi  petite  que  l'on  voudra  de  ô. 

Je  me  propose  de  faire  voir  comment  on  peut  lever  cette  difficulté 
dans  une  prochaine  Communication. 

Joui  n.  de  Math.  (\°  série).  Tome  11.  —   Fasc.  I,   i88fi. 
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Sur  la  possibilité  d'une  représentation  analytique  des  Jonctions 
dites  arbitraires  d'une  variable  réelle; 

Par  M.  K.  WEIERSTRASS. 


Traduit  par  M.  Léonce  Laugel. 


Désignons  par  /(oc),  comme  dans  la  Communication  lue  à  l'Aca- 
démie le  9  juillet  de  cette  année,  une  fonction  définie  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  de  la  variable  x,  uniforme,  réelle  et  continue  et  dont  la 
valeur  absolue  ait  une  limite  supérieure  finie  G.  Soit  ensuite  ^(x)  une 
fonction  transcendante  entière  à  l'égard  de  laquelle  nous  nous  conten- 
terons d'abord  de  supposer  qu'elle  soit  réelle  pour  toute  valeur  réelle 
de  x,  et  qu'elle  satisfasse  à  la  condition 

<),(-  x)  =  <{/(#). 

Soient  encore  u  et  v  des  variables  réelles  indépendantes  l'une  de 
l'autre,  et  posons 


\/<\>(u  -h  vi)  <\>(u  —  vi)  =  ']>(u,  v), 


où  l'on  choisira  pour  la  détermination  du  radical  carré  sa  valeur  posi 
tive:  alors  la  valeur  absolue  de  <~} ^-  est  égale  à  i,  et  l'on  a,  pa: 

Tour  il.  de  Math.  (.]'  série),  tome  II.  —  l'asc.  II,  1886,  lu 
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conséquent,  a  et  b  étant  des  grandeurs  réelles, 

|  =  zG  /    i\>(u,  v)du, 

e  désignant  une  grandeur  complexe  dont  la  valeur  absolue  est  infé- 
rieure à  i . 

Supposant  alors  que  '\>{%)  soit  une  fonction  de  telle  nature  que  l'in- 
tégrale 

conserve  une  valeur  finie  pour  toute  valeur  finie  de  p,  on  voit  que 

an     a.,,     bn     b2,         (&,>  an  &2>  a2) 
étant  des  grandeurs  positives,  les  intégrales 

f     '\>(u,  v)  du,       I       y(u,  v)  du, 

dont  la  seconde  [puisque  <\>(—  u,  p)  =  '\>(u,  p)J  est  égale  à 

/     ty(u,v)du, 

deviennent   infiniment  petites  lorsque   an  b,   deviennent  infiniment 
grands.  Ceci  est  encore  vrai,  en  vertu  de  la  précédente  équation,  des 

intégrales 

/      J(u)  '\>(u  -f-  vi)  du,      f    f(u)ty(u-hvi)(/it, 
et  par  conséquent  l'intégrale 

f      f(u)'\/(u  -h  vi)du 
a  une  valeur  finie  et  déterminée  pour  chaque  valeur  de  p. 
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Je  vais  maintenant  supposer  en  outre  que  l'intégrale 

/    ty(u,v)du, 

lorsque  a2  devient  infiniment  grand,  converge  uniformément  vers  la 
limite  o,  pour  toutes  les  valeurs  de  v  dont  la  valeur  absolue  ne  sur- 
passe pas  une  limite  fixée  quelconque  ;  alors,  en  vertu  de  l'équation  (i), 
il  en  est  de  même  de  l'intégrale 

/       f{u)  <\>(u  -+-  vï)  du 
et,  lorsque  «,  devient  infiniment  grand,  de 

/      f(u)<\>(u-\-vï)du. 

On  peut  donc,  si  V,  g  sont  des  grandeurs  positives  données,  dont 
la  première  peut  devenir  aussi  grande,  la  seconde  aussi  petite  que  l'on 
veut,  déterminer  deux  grandeurs  positives  aK  et  a2,  telles  que  la  valeur 
absolue  de  la  différence 

f(u)^(u-\-vl)du—  I    f(u)ty(u-\-vï)du 

J—a, 

soit,  pour  toutes  les  valeurs  de  v,  définie  par  la  condition 

-  y<v<\ 

plus  petite  que  g. 

Soit  maintenant  x  —  \  ■+■  %i  une  variable  complexe  et  désignons, 
comme  dans  la  première  Communication,  par  k  une  constante  positive, 

et  par  w  l'intégrale   /       ty(u)du;  alors,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 
l'intégrale 
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est  une  grandeur  finie  uniforme  pour  toute  valeur  finie  de  x,  que  clans 
le  Mémoire  précité  nous  avons  désignée  par  ¥(x,  k). 

Il  s'agit  maintenant  de  faire  voir  que  ¥(x,  k)  est  une  fonction  entière 
( transcendante)  de  la  variable  x. 

Si  Ton  assigne  à  la  valeur  absolue  de  x  une  limite  supérieure  r,  on 
peut,  en  prenant  deux  grandeurs  positives  g',  g"  aussi  petites  que  l'on 
voudra,  en  déterminer  deux  autres  (a,,  a2)  telles  que  la  somme 

i-J'~ya  +  *«)+(«.  -  ï)  *«  +  ijf"/(ï  +  te)  H"  -  t)  rf" 

soit  plus  petite  que  g'  pour  toutes  les  valeurs  de  H  et  £',  satisfaisant  à  la 
condition 


p4.p«<r«. 


Alors  oh  a 


F(*>  *)  =  ïÈ  jf/<8>  +  (  V1)  rf« +  e's-'- 


e'  désignant  une  grandeur  dont  la  valeur  absolue  est  plus  petite  que  i . 

L'intégrale    du    second    membre   peut    être    développée    en    une 

série  f)(x)  constamment  convergente,  et  en  désignant  par  G{n)(x)  la 

somme  des  n  premiers  termes  de  ■^j—'P(x)i  on  peut  prendre  n  suffi- 
samment grand  pour  avoir 

|  F  (x,  k)  -  G«(a?)  \<g' -h  g" 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  satisfaisant  à  la  condition 

|  x  |  <  r. 

Cela  posé,  on  peut  ensuite,  à  l'aide  des  considérations  employées 
précédemment  pour  établir  le  théorème  (C),  faire  voir  que  F(x,  k) 
esl  représentable  sous  la  forme  (rime  série  infinie  dont  les  termes  sont 
des  fondions  rationnelles  de  x,  et  que  cette  série  converge  uniformé- 
ment pour  toutes  les  valeurs  de  x  situées  dans  une  région  finie  quel- 
conque. 
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A  cet  effet,  on  prendra  deux  suites  de  grandeurs  positives 

r<)      r2-,      r3,      . . ., 

8*i      ëii      gii 

telles  que  lim  r„  =  oo,  et  que  ^  gn  ait  une  valeur  finie  ;  puis  on  déter- 

minera  une  suite  de  fonctions  entières  rationnelles  G,(a?),  G2(x  ), 

de  manière  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  satisfaisant  à  la  condi- 
tion [  x  |  <  r,  on  ait 

(2)  |  F(x,  k)  -f-Gv(a?)  |<#v        (v  =  j,  2,  ...,00), 

et  Ton  posera 

(4)  /oW  =  Gf(aO,        /v (a?)  =  G^O*)  -  Gv(a?) ; 
alors 

V  =  » 

(5)  F(*.  *)=■?/,(*). 


Mais,  en  vertu  d'un  théorème  dont  j'ai  donné  autrefois  (Monat.s- 
berichte  der  Akademie  aus  de/n  Jahrc,  1880,  p.  728)  la  démonstra- 
tion d'une  manière  élémentaire,  on  peut,  en  s'appuyant  sur  ce  que  la 
série  du  second  membre  de  l'équation  (5)  converge  uniformément 
dans  toute  région  finie,  la  transformer  en  une  série  de  puissances  "ty(.i ■> 
convergente  pour  toute  valeur  finie  de  x. 

Si  l'on  prend 

on  aura 

<[,(«,  v)  =  e-ui+v\ 

et  cette  fonction  jouit  de  la  propriété  énoncée  plus  haut.  Il  en  est  encore 
de  même  si  l'on  pose 
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la  constante  cp  ayant  une  valeur  positive,  tandis  que  les  c,,  c2,  ...,  cp_, 
peuvent  avoir  des  valeurs  réelles  quelconques. 

Il  existe  donc  effectivement,  comme  nous  l'avons  énoncé  en  éta- 
blissant le  théorème  (A)  de  notre  première  Communication,  une 
infinité  de  fonctions  v|/(a?)  de  telle  nature  que  les  fonctions  F(x,  k) 
qui  s'y  rattachent  soient  des  fonctions  transcendantes  entières. 

Soit  maintenant  F(x,  k)  une  fonction  quelconque  déterminée  de 
celte  nature;  la  série  "P(x),  qui  peut  la  représenter,  est  transformable 
en  une  série  procédant  suivant  des  fonctions  sphériques  convergente 
pour  toute  valeur  finie  de  x.  En  effet,  en  vertu  du  théorème  connu  de 
M.  C.  Neumann  sur  le  développement  d'une  fonction  analytique  uni- 
forme d'une  variable  complexes,  procédant  suivant  des  fonctions  sphé- 
riques de  première  espèce,  on  voit  de  suite  que  toute  fonction  (trans- 
cendante ou  rationnelle)  entière  G(x)  est  représentable  par  une  série 
convergente  pour  toute  valeur  finie  de  la  variable  x  et  de  la  forme 

G(*)  =  ;f  CvP%r)     (■). 


('  )   On  peul  le  démontrer,  du  reste,  comme  il  suit.  D'après  la  définition  des 
fonctions  sphériques,  on  a 


lorsqu'on  détermine  \/x- —  i  ,  en  sorte  que  l'on  ait 
On  a,  de  plus, 


x  -h  \l x*- —  i    =  i , 


xn  —  c„,0  P<">(^)  +  c,,,,  P<"-2>(.r)  +  .  .  . , 
et,  par  suite,  lorsque  ^  A,t.a?"  est  une  série  constamment  convergente,  on  a 

n  =0 

^A„^"  =  22A"c"--P(""2V,(-r)' 

n      0  n         V 

mais  les  c„)V  sont  des  grandeurs  positives,  et  %  c/liV  =  ï»  d'où 

V 
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Les  coefficients  de  cette  série  sont  tels  que 

v  =  o 

ait  une  valeur  finie  pour  chaque  valeur  positive  de  r. 

En  outre,  la  série  est  uniformément  convergente  pour  toutes  les  va- 
leurs de  x  situées  dans  une  région  finie  [voirie  Mémoire  de  M.  Thomé  : 
Sur  les  séries  procédant  suivant  des  fonctions  sphériques  (Journal 
de  Borchardt,  t.  66,  p.  337)]. 

Cette  dernière  propriété  de  la  série  donne 

~~  v  =  o  —  ' 

x'  désignant  une  variable  réelle  ;  d'où  l'on  tire 

C(JL=  — — /      G(x')~P(n)(x')dx'    ((a  =  o,i,...,oo). 
Pour  la  fonction  F(x,  k),  on  a,  par  conséquent, 

c-=  ^  ^jf>>(^£7(«)+(^> 

=  2-^^rlp^(x')dx'r  f(x'  +  ku)^{u)du\ 

00 

d'où  il  suit  que  j>    j!>    |  A„c„)V  P("~2V>  (.r)  |  est  une  grandeur  finie,  et  qu'en  po- 

;i  =  0       v 

sant  (pour  (*  =  o,  i,  2,  .  .  . ,  <x>) 

00 

Cn=  Zj  c/t,vA«—  Zj  cn-t-2v,vÀ|jH-av  («  —  2V  =  p), 

n,  V  V  =  0 

on  obtient  l'équation 

00  00 

n  -0  ]).  -  1 
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d'où,  en  posant 


il  vient 


îl±lf+l/(af  -4-  u)  P(v  (x)  dx  =  f,(u), 
C,=  ±f~Mku)ï(u)du. 


La  fonction  fs(u)  est,  ainsi  que  /(«),  une  fonction  partout  con- 
tinue dont  la  valeur  absolue  peut,  au  plus,  devenir  égale  à  (2v  -+-  i)G, 
car  la  valeur  absolue  de  la  fonction  sphérique  Pv(#')  ne  peut  surpasser 
i  pour  les  valeurs  de  x'  comprises  dans  l'intervalle  (—  i  -h. .  .H-  i); 
mais,  lorsque  a  est  une  grandeur  quelconque  positive,  on  a 

Cv=^/      A(ku)ty(u)du 

i    r+" 
■+_^/    UM)'\>{u)du 

'S  II 

i    c^a 
+  ^/      Mku)^(u)dw, 

J  —  8 

d'ailleurs, 

/      /v(/c«)^(w)c?m<(2v -i- i)G  /      <^(u)du, 

l     /v(/fw)'^(w)c?w<(2v  4- i)G  /      '\>(u)du. 
Si  donc  k  devient  infiniment  petit,  on  obtient 

i   r+" 

limCv=/v(o)_  /      ty(u)du+..., 

À=  0  2aV_„ 

les  termes  omis  devenant  infiniment  petits  lorsque  a  devient  infiniment 
grand. 

Comme  on  peut  prendre  a  aussi  grand  qu'on  veut,  il  vient 

limCv  =  /v(o)=  5H±I  rlf(x)VM(x)dx. 

A  =  0  2         i/_  j 
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Posant 

^j[J"/,(l*) +(»)*!  =  «,(*) 

et  désignant  par  o  une  petite  grandeur  réelle,  on  a 

<1>V(A-  +  S)  -  #v(/c)  =  ^  f^W^ku  +  8«)  -/*(*«)]  <K«)  rf«  H-  •  -, 

les  termes  omis  dans  le  second  membre  devenant  aussi  petits  qu'on 
voudra  lorsqu'on  fait  a  suffisamment  grand.  Soit  donc  o,  une  gran- 
deur donnée  aussi  petite  qu'on  veut;  on  peut  donner  à  a  une  valeur  dé- 
terminée, telle  que  la  valeur  absolue  de 

&„(*  +  $)  -  <I\,(A)  -  ±  ["{/.(ku  +  Su)  -Mku)\^{u)du 

J — ii 

soit  plus  petite  que  S,,  et  cela  pour  toute  valeur  de  A,  S. 

On  peut  ensuite,  en  prenant  une  seconde  grandeur  o2  qui  peut  de- 
venir aussi  petite  que  l'on  voudra,  assigner  à  o,  en  valeur  absolue,  une 
limite  supérieure  o',  en  sorte  que 

±  jf  [/,(*«  +  fa)  -/,<*«)]  K»)rf«, 

soit  en  valeur  absolue  plus  petit  que  S2  et  par  conséquent  que 

|  <T\,(A  +  o)-<l'v(A)  |  <  o,4-o„ 


lorsque  Ton  a 


N, 


<  «'  ; 


par  conséquent  ^(k)  est  une  fonction  continue  de  A. 
(  )n  a  ainsi  démontré  ce  théorème  : 

Soit  <\>(x)  une  fonction  de  la  nature  considérée  et  soit 

Jour n.  de  Math.  (  \*  série),  tome  II.  —  Fuse.  Il,  1P86.  •  7 
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on  aura,  pour  toute  valeur  finie  de  la  variable  complexe  ./-. 

(G)  F(*,*)=i;$v(*)PM<v), 

V        0 

lorsqu'on  aura  posé 

\    /*(")  =  '    /"      /(■'•'-+-  ")ir'(.r>/.r. 

(7)  '     ;  ' 

et  les  $v(  /,  )  w/y/  (1rs  /ourlions  continues  do  k. 

Revenons  au  cas  où  .,■  désigne  une  variable  réelle  ei  où  l'on  a 

/'(.')=liinlM./',  /,-). 

/,     :fl 

Si  la  variation  de  x  esï  restreinte  à  l'intervalle 

—  a<x<a, 


«  étant  une  grandeur  positive  quelconque,  on  peut,  en  prenant  une 
grandeur  positive  g\  aussi  petite  que  l'on  voudra,  donner  au  para- 
mètre k  une  valeur  déterminée  k'  pour  laquelle  on  ail 


1  /(.r)  -K(.r,  //)    ,<,, 

Désigna 


uesignani  ensuite  par  R  la  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre 
«'ii  valeur  absolue  la  grandeur 


\J.r'-  —  i  +  ./■, 
pour  les  valeurs  considérées  de  x,  on  a 

|{     .  )  '    pour   r/<i, 

(   a  +  >Ja2       i    pour   r/>  i; 
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on  a  donc,  comme  on  l'a  déjà  remarqué, 

|  PvO)  |  <R\ 
(  )]■  la  série 

2  I  $v(*')  |  Hv 

v  =  o 

a  une  valeur  finie  ;  il  est  donc  toujours  possible,  en  prenant  une 
deuxième  grandeur  positive  g*",  de  déterminer  un  entier  positif  //,  tel 
que  la  valeur  absolue  de 


y  $v(*')Pv(*) 


soit  plus  petite  que  g' 
Posant  alors 


(8)  G«(aîïAr>=2^WPM(ar), 


on  a 


/•(.x-)-G^O-,  A-')  |  <#'-*-#", 


ce  qui  permet  d'exprimer  le  théorème  (B)  de  ma  première  Commu- 
nication sous  la  forme  suivante  : 

Soient  a,  g  des  grandeurs  positives  dont  la  première  peut  devenir 
aussi  grande,  la  seconde  aussi  petite  que  Von  voudra,  il  sera  tou- 
jours possible  d'assigner,  dans  V expression  G{n)(x,  A)  définie  par 
la  précédente  équation,  laquelle  est  une  fonction  rationnelle  entière 
de  degré  n  en  x,  au  paramètre  k  et  au  nombre  n  des  râleurs  telles 
que  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  appartenant  à  V intervalle 

(—  a  -h. . .-+-  a), 
la  différence  entre 

/'(./;)     et     Gw(x,  k) 

soit  <  g  en  valeur  absolue. 

L'expression  précédemment  développée  de  la  fonction  V(  ->\  A  > 
a  cri  avantage  essentiel  sur  l'expression  <mi   forme  de  série  de  puis 
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sauces,  (|ii«'  les  coefficients  de  la  première  |  les  $v(£)]  se  présentent 
sons  un  aspect  qui  fait  immédiatement  reconnaître  qu'ils  sont  des 
fonctions  continues  de  A  et  que  chacun  d'eux  a  une  liiniie  que  sa 
valeur  absolue  ne  peut  surpasser,  quelle  que  soit  la  valeur  de  A-,  tandis 
qu'en  même  temps,  pour  toute  valeur  déterminée  de  k,  on  a  toujours 

lim<l>v(A)=o. 

Nous  axons  donc  ainsi  triomphé  de  la  difficulté  qui  se  présente, 
comme  on  l'a  vu  dans  ma  première  Communication,  lorsqu'on  défini! 
la  fonction  G(x)  comme  elle  l'a  été  d'abord  dans  le  théorème  (13). 

Nous  avons  jusqu'ici  supposé,  à  l'égard  de  la  fonction  J\  ./•  >,  que  sa 
valeur  absolue  avait  nue  limite  supérieure  finie.  On  peut  s'affranchir 
de  celle  restriction  lorsque  l'on  se  propose  seulement  de  déterminer 
nue  fonction  entière  rationnelle  (î(.x')  qui,  dans  un  intervalle  donné 
(./;,,  ...,  x'2),  diffère  assez  peu  de  la  fonction  f(x)  pour  que  la  valeur 
absolue  de  la  différence 

f(x)-G(x) 

soit,  pour  chaque  valeur  de  ./;  considérée,  inférieure  à  une  limite 
quelconque  assignée  g. 

En  effet,  définissons  une  fonction/,  (x)  de  manière  à  avoir 

/«(#)==/(#«)     quand     #<#,, 

/\(x)  =/(./■)      quand     ./;,./•./•_,, 
fi(,i-)=J(x.2)     quand     x^>x2\ 

/',(./;)  est  alors  de  même  nature  que  /(.r)  considérée  précédemment 
ci  Ton  peut  déterminer  une  fonction  G(a?)qui,  pour  toutes  les  valeurs 
de  ./•  comprises  dans  l'intervalle  (x,,  ...,  a?2),  satisfasse  à  la  condition 

| /«(*)- G(a?)  \<g; 
d  on 

\/(x)-G(x)  \<g. 
Or  la  seule  hypothèse  faite  sur  la  fonction  f(x),  dans  la  démonstra- 
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tion  du  théorème  C  de  notre  première  Communication,  est  qu'il  est 
possible,  en  prenant  deux  grandeurs  quelconques  positives  «v,  g,n  de 
former  une  fonction  entière  rationnelle  G(x)  pour  laquelle  on  ait 

|/0)-Gv(0  Kg 

(quand  —  <7v<.r<av). 

Le  théorème  dont  il  s'agit  est  donc  valable  sans  modification 
lorsque  la  fonction  f(x)  est  choisie  de  sorte  qu'elle  ait,  pour  toute 
valeur  réelle  finie  de  x ,  une  valeur  réelle  finie  déterminée  et  variant 
avec  x  d'une  manière  continue. 

Il  reste  à  voir  maintenant  les  modifications  qu'il  y  a  lieu  d'apporter 
aux  théorèmes  établis  précédemment  lorsque  Ton  n'impose  plus  à 
f(x)  la  condition  d'être  une  fonction  partout  continue.  C'est  la  re- 
cherche que  j'entreprendrai  dans  un  Travail  suivant. 

On  étendra  aussi  aux  fonctions  uniformes  de  plusieurs  arguments 
réels  cette  étude,  qui  ne  présente  aucune  difficulté  lorsqu'il  s'agit  de 
fonctions  partout  continues. 

Je  vais  maintenant  prendre  pour  f(x)  une  fonction  périodique,  c'est- 
à-dire  une  fonction  qui  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  augmente 
son  argument  d'une  grandeur  positive  déterminée  ic. 

Dans  ce  cas,  la  fonction  F(x,  k)  correspondante  peut  être  repré- 
sentée sous  la  forme  d'une  série  de  Fouricr  convergente  pour  toute 
valeur  complexe  de  x,  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  con- 
tinues de  la  grandeur  k. 

L'équation  (i)  précédente  donne 

F(x  -h  2C,  k)  =  F(x',  k). 
Si  donc,  en  désignant  par  z  une  nouvelle  variable  complexe,  on  pose 

F(*)  =  F(£log*,A 

on  voit  que  F(s)  est  une  fonction  analytique  de  r  qui,  dans  tout  le 


I28  X.    WEIERSTBASS. 

champ  de  variation  de  cette  grandeur,  ne  présente  que  deux  points 
critiques  o  et  ce.  el  que,  par  conséquent,  elle  est  développable  en  une 
série  constamment  convergente  de  la  forme 


2  <>--• 


Posons 


on  aura 


et,  par  suite, 


F<V)  =  FO,*) 


F(x9k)=^C,e  '  ' 


pour  toute  valeur  finie  de  z. 

Or  ce  développement  de  F(x,  k)  converge  uniformément  dans  tout 
domaine  fini  de  la  variable  x\  par  conséquent,  si  Ton  désigne  encore 
par  x'  une  variable  réelle  et  par  //  un  entier,  on  aura 

±-j    F(x',k)e    '      dx^-^je     <       dx'=Ca. 

— c  V =— " 

On  a  donc 


ic 


=  —/      +(w)e     '      duj   f(x'-hku)e  c  dx' 


Mais  on  a,  en  posant 
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et  désignant  par  x0  une  grandeur  indépendante  de  .r', 

j   J\  (  ./•'  )  dx'  =  /        /,  (.//)  dx'  -h  /        /  (x')  dx' 

1  — c  •'  —  c  Jrt—c 

fK  (.//)  *&?'  +  J        /,  (a?'  4-  ic)  dx' 

=  f        ft(.r')d.r'-h  f         fK(x')dx' 

=  J  ./,  ( '•'•'  )  dx'  +  y  /,  (X'  -h  X0  )  tir  . 

On  a  donc 

/   f(oc'-\-ku)e    ''  dx'  =  /   f(x')e     '    7/./', 

«/_c  t/_  c 

et  par  suite,  si,  p  désignant  une  grandeur  réelle  quelconque,  on  pose 
(9)       *(*)  =  ^  C^u)e-^du  =  l  f>ï(u)eos(vu)du, 
il  vient 


(io) 

r  —  « 

$(a*i 

Posant  alors 

mur 

i  e     c    dx' . 


(»)' 


on  a 


a  '       r     j'y     t\  n~      i     i    , 

"  —  c 

A   '  l         f         /•/,-•>>  ~         ,       I      , 


Il  T.  /. 


(•2)  C.=  (Aji-iA;)$(^ 

d'où 

(,3)      lM.r.A)  =  A,,+  2V<I>('^)(/A„c(,s^:.r  +  A>in^./). 
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D'après  La  formule  précédente,  <I>(p)  est  une  fonction  continue  de  v 
<|iii,  pour  v  =  o,  prend  pour  valeur  i. 

Si,  dans  l'expression  du  second  membre  de  la  dernière  équation,  on 
i*;iit  A :  =  o,  elle  se  réduit  à 

A0  +  '2^  \An  cos  ™  x  -h  A;  sin  ^  xj , 

c'est-à-dire  qu'elle  prend  la  forme  suivant  laquelle  est  développable, 
d'après  le  théorème  de  Fourier,  la  fonction  /(x)  en  général  (c'est-à-dire 
lorsqu'on  fait  abstraction  de  certaines  fonctions  spéciales  qui  n'onl  pas 
encore  été  jusqu'ici  suffisamment  définies). 

Mais  il  existe  effectivement  des  fonctions  /(x)  (M.  du  Bois-Rej  moud 
en  a  donné  le  premier  un  exemple)  qui,  pour  certaines  valeurs  de  a ', 
lesquelles  peuvent  se  rencontrer  en  nombre  infini  dans  chaque  inter- 
valle (./;,,  . . .,  x2)  aussi  petit  qu'on  voudra,  ne  peuvent  être  représentées 
par  la  dernière  série,  et  ceci  nous  prouve  que,  pour  déterminer  La  Limite 
vers  laquelle  converge  la  série  du  second  membre  de  l'équation  (i3) 
lorsque  k  devient  infiniment  petit,  on  n'a  pas  inconditionnellement 
toujours  le  droit  de  poser  k  =  o  dans  chaque  terme  de  la  série. 

La  série 


est  convergente,  comme  on  l'a  vu,  pour  toute  valeur  de  r,  à  l'exception 

des  deux  valeurs  o  et  oc.  La  série 


2  c, 


converge  donc  pour  toule  valeur  finie  de  z. 
Prenant  alors,  par  exemple. 


n  =+ 


f(*)  =2^C0S(Ta?)' 
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on  aura 


A„=  4:  A'„=  o 


n- 


ct,  par  suite, 

il  s'ensuit  que  la  série 


B=l 


est  elle-même  convergente  pour  toute  valeur  finie  de  z. 
Dès  lors,  si  l'on  pose 

n  =+00 

04)  x(a?»p)=21^(»p)«"i,,i 

«    Z= 30 

cette  expression,  ainsi  définie  pour  toute  valeur  finie  complexe  de  x  et 
pour  toute  valeur  réelle  de  p,  est  une  fonction  analytique  uniforme  et 
qui,  puisque  $(—  p)  =  $(p),  satisfait  à  la  formule 

(i5)        yX,T' (;)  —  ^S  $(wp)  cos/ix  =  i  -+-  2V  (I>(/ip)  cosrax, 

et  Ton  peut  alors  exprimer  la  fonction  F(#,  A:)  sous  la  forme  qui  suit 

Soient  de  nouveau  g',  g"  des  grandeurs  données  positives,  aussi 
petites  qu'on  voudra,  et  k'  une  valeur  déterminée  de  k  fixée,  de  telle 
sorte  que 

\f(x)-F(x,k')\ 

soit,  pour  chaque  valeur  réelle  de  x,  plus  petit  que  g'  :  si  Ton  déter- 
mine alors  un  entier  positif  71,  tel  que  la  valeur  absolue  de 

2  (1)(^)(A''C0STX  +  A;'sil,7,r) 

V  =  n-t- 1 
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soil  pour  toute  valeur  réelle  de  x  plus  petite  que  g",  et  si  Ton  pose 

n 

(17)     f(x)=  A04-  OS^O^t)  (A^cosya?  4-  A;sin^#J  +  R„, 

v  =  1 

la  valeur  absolue  de  R„  reste  toujours  plus  petite  que  g' +  g" . 
D'où  le  théorème  (D)  : 

Soit  /(x)  une  fonction  définie,  pour  toute  valeur  réelle  de  x,  uni- 
forme et  toujours  continue  à  période  réelle;  on  peut,  en  choisissant 
une  grandeur  positive  g  aussi  petite  que  l'on  voudra,  la  représenter 
d' une  foule  de  manières  par  une  série  de  Fourier  finie  qui  approche 
assez  près  de  la  fonction  f(x)  pour  que  la  différence  entre  les  deux 
fondions  ne  soit  jamais  pour  aucune  valeur  de  x  plus  grande 


A  l'aide  de  ce  théorème,  ainsi  que  des  considérations  employées 
pour  établir  le  théorème  (G),  lorsque,  par  les  fonctions  dont  il  est 
question,  Gt(x),  Ci2(x),  ...,  on  entend  des  séries  finies  de  Fourier 
ayant  même  période  primitive  que  f(x),  on  obtient  le  théorème  sui- 
vant  (E)  : 

Toute  fonction  f  (x)  de  la  nature  de  celles  considérées  dans  (D), 
à  période  primitive  ic,  peut  être  représentée  sous  la  forme  cV une 
somme  dont  les  termes  sont  tous  des  séries  finies  de  Fourier  à  pé- 
riode ic. 

Ces  séries  convergent  absolument  pour  toute  valeur  finie  de  ./  et 
uniformément  dans  tout  intervalle  fini. 

Pour  éclaircir  ce  qui  précède  par  un  exemple  simple,  je  prends 

<\,(x)=e-*\ 

Alors  20J  =  \tz  et 


<I>(V)  =  ±  C*  c-",-"i'du  =e—^l      e~ (" *$ 


du 

y/, 
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ce  qui  donne 

(18)  %(x,  v)=  ^  e     k    cosvo:, 

v=— « 

et,  si  Ton  pose 

(r9)  ?  =  e~\ 

on  a 

(20)  -/_<>,  p)=2f,(^  gr), 

2r3(asr,  y)  désignant  la  fonction  de  Jacobi 

1  -h  2^cos207  4-  2^4  cos4^  4-  2^9  cos6^-+-  ...  ; 
on  a  donc 

(ai)  F(x,  k)=±-cfj{od)^{^f^  q)cW, 

où 

y  =  e    4tS  . 

La  formule  du  second  membre  de  cette  équation  se  trouve  déjà 
dans  Fourier  (  Tliéorie  analytique  de  la  chaleur,  Cliap.  X). 

Pour  obtenir  l'état  thermique  à  un  instant  quelconque  d'un  anneau 
homogène  infiniment  mince,  de  longueur  2c,  qui  ne  rayonne  pas  de 
chaleur,  lorsque  ledit  état  est  connu  à  un  moment  quelconque,  il 
s'agit  de  déterminer  une  fonction  $  de  deux  variables  réelles  x  et  /,  qui 
satisfasse  à  l'équation  différentielle 

Tt  ~^~d^' 

dans  laquelle  \x  désigne  une  constante  positive,  qui,  considérée  comme 
fonction  de  x,  possède  la  période  ic  et  qui,  pour  /  =  o,  soit  égale, 
dans  l'intervalle 

—  cSx<c, 
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à  une  fonction  arbitraire  donnée  F(x),  à  laquelle  on  impose  les  seules 
conditions  qu'elle  soit  continue  et  que  F(—  c)  =  F(c). 

Fourier  trouve,  pour  expression  de  la  fonction  (1>  ainsi  définie, 


V*  \).K- 


(2a) 


(I    OU 


*  =  s  2  fjrW'~r  cosv !LrL  ») *' 


(23)  4  =  F(a?,*), 

lorsque   la   fonction  /*(#)  est  prise  de  telle   sorte    qu'elle   coïncide 
avec  F(x)  dans  l'intervalle  (—  c<x<c)  et  quand  on  prend 

(24)  k  =  2sfct. 

Pour  démontrer  que,  pour  £  =  o,  la  fonction  (1>  est  égale  à  F(a?) 
dans  l'intervalle  (—  cSx<c),  Fourier  pose,  dans  chaque  terme  de  son 
expression,  /  =  o;  ce  qui  lui  donne  la  série 

^  2  j[  FWC0B(vî:rll)(fe'« 

dont  il  admet  qu'elle  représente  toujours  la  fonction  F(a?)  dans  l'in- 
tervalle donné. 

Il  est  digne  de  remarque  que,  malgré  les  objections  qui  peuvent  être 
faites  aux  procédés  de  Fourier,  l'expression  trouvée  pour  (I>  est  valable 
sans  aucune  exception.  En  effet,  comme  on  l'a  fait  voir,  on  peut  la 
transformer  en  F\x,  2\J[Kl),  ce  qui  nous  donne,  sans  qu'il  soil  néces- 
saire de  recourir  au  théorème  de  Fourier, 

lini<I>  =  F(.r). 

I  =0 

Ensuite  ses  termes  pris  isolément  satisfont  à  l'équation  différentielle 

-z-   =  u  -î — ;  j 

t)t       l    </./- 
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et  par  conséquent  $  y  satisfait  également,  parce  qu'en  effet  la  série  dont 
il  s'agit  est  une  fonction  analytique  uniforme  de  x  et  de  /,  lorsqu'on 
impose  à  la  grandeur  l  la  condition  d'avoir  sa  partie  réelle  positive  et 
parce  qu'en  outre  la  série  converge  uniformément  dans  chaque  do- 
maine fini  des  grandeurs  x  et  t. 

Enfin  la  série  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  y  met  x  -+-  ic  à  la 
place  de  a?,  et  elle  satisfait  donc  à  toutes  les  conditions  imposées  à  la 
fonction  qu'elle  doit  représenter. 

C'est  une  chose  bien  digne  de  remarque  que,  dans  un  problème 
de  Physique  mathématique  où  nous  cherchons  une  fonction  de  deux 
variables  qui,  par  leur  nature  physique  môme,  ne  peuvent  é\  idemment 
avoir  que  des  valeurs  réelles,  fonction  qui,  pour  une  valeur  déterminée 
de  l'un  de  ses  arguments,  doit  devenir  égale  à  une  fonction  arbitraire 
donnée  de  l'autre,  nous  obtenions  pour  cette  fonction  une  expression 
qui  se  trouve  être  une  fonction  analytique  de  ces  variables  et  qui,  par 
suite,  a  encore  un  sens  pour  des  valeurs  complexes  de  ces  dernières. 

Désignons  maintenant  par  n  un  entier  positif  et  posons 


y(x,  p)„=  ^e     4   cosv^; 

V  -—u 

on  tire  de  l'équation  (18) 

y(x,  v)=y^(x,  c)„4-2   ^    e     4    cosvx'. 


Pour  les  valeurs  réelles  de  x,  la  valeur  absolue  du  second  terme  du 
second  membre  de  cette  dernière  équation,  terme  que  nous  appelle- 
rons R„,  n'est  jamais  supérieure  à 


d'où 


2 

te-- 

i  =  il  -t-  1 

= 

i 

V  =  1 

«î  +  2; 

I V + V  * 

K  <  e 

n"-\-tr, 
4 

2 

v  — 1 

7  ■■>■■ 
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Posons  alors,  dans  l'équation  connue, 


I   +22^"=^;       I  +  2^C 


V*  ... 

où  t  désigne  une  grandeur  positive,  t=  t^î  on  aura,  pour  p  positif, 

Vzrl  V  =  l 

Posons  maintenant,  m  désignant  une  grandeur  positive, 


donc 


2y/mlog(/i  +  i) 

(")  p== — ;m — ' 

on  aura 

2y«îlog(rt  -t-  i) 

le  symbole  [n]  désignant  une  grandeur  qui,  pour  une  valeur  infiniment 
grande  de  n,  devient  infiniment  petite. 
Prenant  donc 

il  vienl 

Mais  alors 

e~~  =  e~~lii^i    =  (n.+  i)  "^T; 

si  donc  on  désigne  par  le  symbole  |  n 


m  =  i  ? 

limR„=  o. 

n  =  oo 

mIog(n+l) 

/n 

(26)  (»+!)" 


i'.  +  ii! 
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et  si  l'on  pose 

(27)  '/Xxi  n)  2  I  n  !V'  cosvx  —  l  ~+~  2^i  n  !v'cosva;, 

V=-l  V=l 

il  vient 

De  lequalion 

F(*.  *)  =  Tcf_/(.*) /-(£T£,t'  t)^ 
on  tire  alors 

F(x,^)  =  J-c£/(a/)X(^±'1t,,)^ 

R^  désignant  une  grandeur  qui  devient  infiniment  petite  pour  n  infini- 
ment grand.  Comme  limp  =  o  et  limF  (  x,  —)  =  f(x),  on  a,  par  con- 
séquent, 

(28)  f(X) = jim  Jfyoo  x(^'  *,  »)  ^'- 

Le  théorème  de  Fourier,  exprimé  avec  précision,  dit  que  l'on  a 

(29)  /(a?)  =  lim  ^f     /(a?)x(^=^-ic,  njdx\ 
où  Ton  a  posé 

V=-)-/l 

(30)  -/(>,  »)=  2  cosvx. 

A  la  place  de  cette  équation,  qui  n'est  pas  valable  dans  tous  les  cas, 
ou  devra  donc  prendre  la  précédente,  où  la  fonction  Y  (a?,  n)  est 
remplacée  par  une  autre  '//#,  n)  qui,  comme  elle,  a  la  forme 

1  -+-  2(az,  i)cos.r  -h  2(«,  2-)cos2a?-K  . . -h  2(7/,  //  (cos/ia  . 
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où  (n,  v)  désigne  une  grandeur  positive  dépendant  de  n  et  v  et  qui 
dans//.*,  n)  se  réduit  à  l'unité.  Or,  pour  tout  nombre  déterminé  v, 

Iim(/i,  v)=  i  ; 

on  peut  donc  prendre  n  suffisamment  grand  pour  que  les  (v  -h  i)  pre- 
miers termes  de  •/(./;,  n)  approchent  des  termes  correspondants  de 
y  (./;,  n)  d'aussi  près  que  Ton  voudra. 

Les  fonctions  /(.r,  n)  de  la  forme  et  de  la  nature  que  Ton  a  vues 
plus  haut  et  pour  lesquelles  l'équation  (28)  a  lieu  sans  restriction  peu- 
venl  être  déduites  de  la  fonction  y(x,  n)  qui  dérive  d'une  fonction 
quelconque  '<(>(«). 

On  peut  toujours  déterminer  une  grandeur  positive  vn  dépendant 
de  n  et  telle  que  la  différence 

V=H-H 

'/.<>>  vn)—  2  (I>(v,r„)cosv./: 

V  =—  n 

converge  vers  zéro  lorsque  n  grandit  sans  limite,  et  alors 

v  =-t-  n  " 

(3i)         %(x,  n)=  ]£  <l>(v,c„)cosv.r  =  1  -h  2  ]£<I>(v,  e„)cosv./- 

v  =— n  v  = 1 

sera  une  fonction  de  la  nature  considérée. 

Il  va  sans  dire  qu'on  n'obtient  pas  de  cette  manière  toutes  les  fonc- 
tions possibles  de  l'espèce  dont  il  s'agit. 

Nous  ferons  remarquer,  en  terminant,  que  l'équation  (28)  a  encore 
lieu  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  c  et  -H  c,  comme  on  le 
voit  aisément,  lorsque  Ton  prend  pour  f(x)  une  fonction  de  x  qui 
dans  l'intervalle  (x  =  —  c  à  x  =  -h  c)  est  uniforme  et  continue,  sans 
qu'il  soit  nécessaire  d'avoir/(c)  =  /(—  c).  Dans  ce  cas,  on  devra,  dans 
le  premier  membre  de  l'équation,  écrire 

H/(-  *>+>(+«)] 

an  lieu  de  /(x). 
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Sur  le  coefficient  du  terme  général  dans  certains 
développements  ; 

Par  M.  A. -H.  ANGLIN. 


L'objet  de  ce  Mémoire  est  d'obtenir  sous  forme  finie  le  coefficient 
du  terme  général  de  quelques  développements,  qui  n'a  été  obtenu 
jusqu'ici  que  sous  forme  de  séries,  en  déterminant  la  somme  de  cer- 
taines de  ces  séries. 

La  méthode  employée  est  une  conséquence  de  ce  théorème  que 

an+2(b  —  c)-h  b"+2(c  —  a)-hcn+2(a  -  b) 

est  divisible  par 

a2(b  —  c)-f-  b2(c  —  a)-h  c2(a  —  b), 

le  quotient  étant  hn,  où  hn  est  la  somme  des  produits  homogènes  de 
ciyb,  c  et  de  leurs  puissances,  ces  produits  étant  de  degré  n. 

1.  Nous  établirons  donc  d'abord  ce  théorème  fondamental,  à  savoir 
que 

a"+2(b  -  c)  +  b'M2{c  -  a)-hcn+2(a  —  b)  =  khn. 

k  désignant 

a2(b  -  c)+b2{c  -a)-hc2(a-  b). 
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Nous  avons 


i  —  ax  i  —  bx  i  —  ex 

=  (I  +  aa;+.,.+  flV+...)(i  +  ^  +  ...+  èV+...)(i  +  a+...+  c',x"  +  ...) 
=  i  -+-  hs  x  -+-  ht x%  ■+- . . .  •+-  A„#" -h . . ., 

où  &„  désigne  la  somme  des  produits  homogènes  de  degré  n,  de  «,  b.  c 
et  de  leurs  puissances. 

Mais  on  démontre  aussi  que 


i — ax  i — bx  i  —  cx         i  —  ax         i  —  bx         i  —  ex 
où 

A  =  , * :,         B  =  rr ^— ^         C  = 


(a_6)(a— c)'  {b-a){b—c)  (c  —  a)(c  —  b) 

Par  conséquent 

~  (i  -+-  ax  -h. .  .H-  a"x"-h. . .) 


(a  —  6)(a  —  c) 

(b  —  a){b  —  c)  x 

(i-f-Ctf-1-...H-  c"x"  +  ...) 


(c  —  a)(c  —  b) 
=  i  -+-  /*,  x  -+-  /*,./;2  H- ...  -f-  />„•£•"  -h 

Alors,  en  égalant  les  coefficients  de  x  dans  les  deux  membres,  nous 
obtenons 

a'i-\i  /yi  +  2  rn  +  2 


(a  —  6)  (a  —  c)  "^  (6  —  a)  (6  —  c)        (c  — a)(c— 6) 
el  par  conséquent 

a"-1 2(6  -  c) -h  6"H  2(c  —  a)  -h  c" '  2(>.  -  6)  =  A7/„. 
2.   Afin  de  donner  une  solution  complète  du  problème  qui  forme  le 
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sujet  de  ce  Mémoire,  il  est  nécessaire  d'exposer  d'abord  le  lemme  sui- 
vant : 

Dans  l'expression 

( i  +  ax  -h . . .  -\-  a" x") (i  -h  bx  -h  b2 x2  -h . . .  -h  bnx")(i  -f-  ex  -+-  c2x2  -+- ...+  cnxn), 

où  chaque  J acte ur  s'arrête  au  terme  en  xn,  le  coefficient  de  xn  est  hn, 
qui  renferme  a'\  bn  et  cn. 

Le  coefficient  de  xn+l  est  formé  par  la  somme  des  produits  homo- 
gènes de  degré  «  +  i,  de  a,  b,  c,  moins  les  puissances  (n  -+-  i  )iémes, 
an+i ,  b"+i ,  cn+i  ;  et  il  est  ainsi  égal  à  hn+{  —  sn+n  en  désignant  géné- 
ralement par  sr  la  somme  aT  -+-  br  -h  cr. 

De  même,  le  coefficient  de  xn+2  est  la  somme  des  produits  homo- 
gènes de  degré  n  -h  2  de  a,  b,  c,  moins  les  termes  renfermant  les  expo- 
sants ft  +  2et«  +  i,  et  il  est  par  conséquent  égal  à 

K^  —  a"4  -  —  b'^2  —  c"+2  —  an+i  (b-hc)—  bn+K  (c  -h  a)  —  cn+,(a  -+-  b), 

c'est-à-dire 

nn+2      U\  sn+i  • 

Le  coefficient  de  xn+z  est  hn+3,  moins  les  termes  renfermant  les 
exposants  n  -f-  3,  n  ■+-  2  et  n  4-  1,  et  l'on  peut,  par  conséquent,  mon- 
trer qu'il  est  égal  à 

Plus  généralement,  le  coefficient  de  xn+m  est  égal  à  la  somme  des 
produits  homogènes  de  degré  n  -f-  m  de  a,  b,  c,  moins  les  termes  ren- 
fermant les  exposants  n  4-  m,  n  -h  m  —  1  ...  «  -h  1,  et  il  est  par  consé- 
quent égal  à 

hn+m  —  a"+m  —  an+m-{  (b  -h  c)  — . . .  —  a"+"1-2  (b2 -h  bc -h  c2)-. . . 
—  a"'*  (bm+i  -f-  bm~2c  -h  b'"-3c2  +  . .  .4-  c""-1), 

c'est-à-dire 
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\insi 

( ,  _+_  ax-h...+  anxa)(i  4-  bx-h...-±-b"x")(i  4-  ex  4-. .  .4-  cnx") 
=  1-4-  h, x  -H. . .4-  //„x"  4-  (AB+1  —  sn+i  )xn+{  -+- ( hn+2  —  sn_ ,  ht)xn+2 

-K^H-3  ~  *«+■  ^2)^+3  +•  •  .-I- (/*»■««  -  *»+<  /*«-.  K+W  +• 

En  particulier,  le  coefficient  de  x2n+2  peut  être  exprimé  autrement 
que  par  a2n+2  —  s„+thn+i,  sous  une  forme  plus  commode;  en  effet,  ce 
coefficient  est  celui  de  x2n+2  dans  le  produit  de 

a"x"(i  H-  ar*x-K  4-  a-2^"2  4-. . .-+-  cr*ar*) 

par  deux  expressions  analogues,  formées  en  remplaçant  successive- 
ment a  par  b  et  c  dans  celle-là,  ce  qui  donne  le  produit 

(abc)"x3n(i  4-  arl  x~*  4-... 4-  «-"ar") 

x(i  4-  ft-'or1  -h.  .  .4-  6_nar-")(i  4-  c-1^-'  4- . .  .4-  c-".r_"). 

Ce  coefficient  de  x2n+2  est  égal  à  (abc)"  multiplié  par  le  coefficient 
de  x~{n~2)  dans  l'expression 

(1  4-  ar' x~{  4-.  ..4-  ar"x~n) 

x(i  4-  b~* x~{  4-. .  .4-  b-"x-'l)(i  4-  c-{x-h  4-. .  .4-  <r"x-n). 

11  est  donc  égal  à  (abc)nh'n_2i  h'n  désignant  la  somme  des  produits 
homogènes  de  degré  n,  des  inverses  de  a,  b,  c  et  de  leurs  puissances. 

3.  Nous  allons  maintenant  considérer  le  coefficient  général  dans  une 
certaine  forme  de  développement,  et,  pour  plus  de  clarté,  nous  com- 
mencerons par  le  chercher  clans  des  cas  particuliers  avant  d'aborder 

le  cas  général. 
Nous  avons 

(1)  an+2(b  -  c)  4-  b"+-(c  -  a)-hc"^(a  -  b)  =  A7/„, 

où  A-  représente  a2(b  —  c)4-  b2(c  —  a)  4-  c2(a  —  b).  En  multipliant 
les  deux  membres  de  (1)  par  a  4-  b  4-  c  (qui  a  été  désigné  par .?,  ),  el 
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en  groupant  convenablement  les  termes,  nous  aurons 

a"+2(b  +c)(i-c)+  b"+2(c  4-  a)(c  -  a)  4-  c"+2(a  4-  6)(a  -  b) 
=  k{sKhn  —  hn+l). 

Multipliant  encore  par   a  4-  b  4-  c  et  groupant  les   termes,    nous 
aurons 

û^9(&+  c)2(£  -  c)  4-. .  .=  k(s]hn~  2.s,  àB+1  4-  hn+2), 

et  de  la  même  manière 

a»+2(b  -h  c)3(6  -  c)+.  ..=  Ar(«;Aia  -  3^re+1  4-  3.9, àn+2  -  /^3). 

Enfin  on  peut  déduire  par  le  même  procédé  que 

(a'l+2(b  +  c)r(b-c)-+-bn+2(c  +  ay(c-a)-hc"+2(a-hby(c-a) 

(2)  i    =A-(*.-iy[A];;+,., 

(.s,  —  i)r[^]*+r  étant  une  représentation  symbolique  de  la  suite 
or  h    —/.ç'-'A  ;•(;•  — 1)        2  . 


(A) 

Maintenant,  on  a 


?'(/'~!l(/3  aV^,+- •  •+(- 0'/', - 


#•(#•  —  i)      r-S^r-î 


(«,«-  l)''=  <Xr  -  /•<"  V-'  4-  ^^t^—  .<-2^-24-.  .  .4-  (-  1)' 

et 


(1  —  ax)  (1  —  6a?)  (1  —  cj?) 

=  1+...+  hnXn  4-  //„+1  x"M  4-  h„^Xn+2  4- ...  4-  //,i+r./-"  ""  4- .  .  . . 

Par  conséquent,  la  suite  (A)  est  le  coefficient  de  x'lJrr  dans  le  déve- 
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loppement  de  ; !'?,X~7  '?', \',  et  ce  coefficient  est  alors  égal  à 

l'expression 

a«+2(6  +  ç)'-(6  —  c)-f-  bn+- {c  +  a)'' (c  —  a)-hc"+2(a  4-  b)v{a  —  b) 
a9-(b  —  c)-h  b2(c  —  a)-ï-c2(a—b) 

1.  Si  nous  multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  fondamen- 
tale (i)  par  a2  ■+-  b2  4-  c2  (c'est-à-dire  s2)  et  si  nous  groupons  les  termes 
convenablement,  nous  trouvons 

an+2(b2  4-  c2)(b  -  c)  -h  b"+2(c2  4-  a2)(c  —  a)  4-  c"+2(a2  4-  b2)(a  —  6  ) 
=  k(s2hn—  hn+2). 

Multiplions  encore  par  a2  -h  b2  -h  c2,  nous  obtiendrons 

an+2(b2-hc2)2(b-c)-h...  =  k(slhn-  2s2hn+2-+-  hn„) 
et  de  la  même  manière 

a"+2(b2  4-  c2)3(b  -  c)  +  . .  .=  k(s\hn  —  3s;h^,  4-  3s2A„-m  -  An+6). 
Finalement,  on  arrive  par  ce  moyen  au  résultat  suivant 


(3) 


a"'2(b2  4-  c2)r(b  —  c)  4-  Z/"2(c2  4-  a2)r(e  —  a) 
+  c"--(a2  4-  &2)'(a  -  b)=k(s,  -  i)r(h)l.2r, 


où  (s2~~  ïXt^Jfl+ar  représente  symboliquement  la  suite 

j  .</<„  -  /<-  /*a+2  4-  Ci^Zl)  f»^ 
(B)  ! 

I     -/,(/'T.^3~  aX1i,+...+(-iy/w 

Or 

...  4~  ////  "t"    4~  tln+\  X        4—  fi ,1+2  ■*'        "I-  ■  •  •  j 


(i  —  aa;)(i  —  £#)  (i  —  ca;) 
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suivant  que  n  est  pair  ou  impair;  de  sorte  que  la  série 
hnxn  -+-  hnxn+2  +  h„+ixn+*  ■+-...+  hn+2rocn+2r  -+-... 

[i-\-(bc  -h  ca  -+-  ab)x'2]         ou         [(a  -+-  b  +  c)x  -+-  abcx3] 

(  1  —  ar  x-  )  (  1  —  62  x2  )  (  1  —  c-x2) 

suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 
Mais  on  a 

(stx*—  iY=s:x2r-rsr,',x2r--^-  r{r~l)srT2x2r-* 

1  1 . 2       2 

_/.(/._l)(,_2)  2r_ 

1.2.3  -  '  \        / 

Donc  la  suite  B  est  le  coefficient  de  xRJr2r  dans  le  développement 
de 

1  -h  (  bc  -+-  ah  4-  ca )  x"-  ,         2  ,r 

(1  —  a2x9-)  (1  —  62^2)  (1  —  c2.*2)  ^2^~  _  *'  ' 


«  étant  pair  et  dans  le  développement  de 

(a  •+-  b  -+-  c)  x  -+-  abc  ce3 


^-Js2x2  —  l)r, 


(4) 


(1  — a2x2)(i—  b2x2)(\  —  c2x2) 
71  étant  impair,  et  alors  chacun  de  ces  coefficients  est  égal  à 

a"+2  (P-hc'-yjb  —  c)  -+-  b'1^2  (  c2  4-  a2  )''  (  c  —  a)  -+-  c"+2  (  g-  4-  b-  )r  (  a  —  b  ) 
a2  {b  —  c)  4-  62  (c  —  a)  -4-  c2  (a  —  6) 

5.  Si  nous  appliquons  à  l'équation  (i)  la  même  méthode  de  multi- 
plication par  a3  -+-  &3  -H  c3,  puis  par  des  sommes  analogues  de  puis- 
sances plus  élevées  de  a,  b,  c,  des  difficultés  nouvelles  en  môme  temps 
que  des  formes  intéressantes  se  présentent,  la  manière  de  procéder 
restant  la  même  dans  tous  les  cas;  mais,  pour  plus  de  clarté,  nous  allons 
encore  indiquer  un  cas  particulier  avant  de  passer  au  cas  général. 

Multiplions  l'équation  (i)  par  a'1  -h  b''  -h  c*  (ou  s4),  comme  il  a  été 
indiqué,  on  trouvera  finalement  que 

j  a"+2(b''  +  c")r(b  —  c)-hb"'2(c''  4-  a'')r(c  -  a)  +  c"2(ak  4-  b*)r(a  -  b  | 

(     =a-(,4-i/[A|;;m,„ 
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où  (s,t  —  iy\h\"l+,ir  représente  la  suite 

(  sÇhn—  rsr~* hn+i  +  /(/,"~0  sr-*hn+s 
(G) 

/•(/•-l)(/--2)      ,- .,  h  /  yjj 

Maintenant 

—  .  .  .  — r~  Il  nX     ~T~  "7j+|  3/  ~ r"  H  n.  +  <>X       "     i~  ' 


(i  — «.£•)(  ï  —  6j7)(i  —  c.r) 


fi  faudrait  trouver  la  somme  des  termes  pris  de  quatre  en  quatre 
dans  la  série,  en  commençant  à  partir  de  hn.  Si  nous  procédons  à  la 
manière  habituelle,  en  remplaçante  successivement  par  ax,  fix,  y./\ 
Bx,  où  a,  (3,  y,  o  désignent  les  quatre  racines  de  l'unité,  en  ajoutant 
membre  à  membre  et  observant  que  a"-f-  fi'1 -h  y" -h  o"=  o,  excepté 
lorsque  n  est  multiple  de  4?  auquel  cas  cette  expression  est  égale  à  ], 
nous  obtiendrons,  si  n  est  un  multiple  de  L\, 

ï  ( . . .  -h  ltnx"  -+-  hn^x'lA  ''  ■+■  h„+sx"+s+. . .  -l-  hn+irxn+*r  -h . . .) 


+ 


(ï  —  a*x){.  .  .)        (i —  a(3.r)(. . .)        (i  —  a^x){...)        {\  —  aoa;)(...) 

Lorsque  le  second  membre  de  cette  équation  est  réduit  à  un  seul 
terme, on  voit  aisément  que  le  dénominateur  de  ce  terme  est 

(ï  —  a4a?*)(i  —  b*x*)(i  —  c*x*); 

et  le  numérateur  est  la  somme  de  quatre  expressions  semblables  de  la 
forme 

ï  ■+•  A,  x  -h  A2a?2  ■+- . . .  +  Ayo?v. 

La  première  de  ces  expressions  est  égale  au  produit  de 

(ï  —  afix)(i  —  ayx)(i  —  a$x) 

et  de  deux  autres  groupes  de  facteurs  analogues  obtenus  en  rempla- 
çant a  successivement  par  h  et  c  dans  celui-là. 
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Or  on  a 

(i  —  a$x)(i  —  ayx)(i  —  aox)  =  i  4-  axy.-h  a2x2y2  -h  a3 a?3 a8, 
puisque 

(3  -h  y  4-  S  =  —  a,  (3y  -4-  yS  4-  S[J  =  —  a(P  4-  y  4-  S)  —  a2 

et 

Donc  le  premier  terme  du  numérateur  est  égal  à 

(i  H-  aa; a  H-  a2x2y2  -+-  a3  x3y3  ) 

X  (i  4-  bxy.  -+-  b2x2tx.2  -+-  b3x3y3)  (i  h-  cxy.  -h  c2x2y2  -+-  c3x3y.3  ), 

produit  qui  est  de  la  forme 

i  4-  B,a?a  +  B2x2a2-K  . .4-  B8;r8a84-  B9x9a°, 

et  les  autres  termes  du  numérateur  sont  obtenus  en  remplaçant  dans 
celui-là  a  successivement  par  (3,  y,  ô. 

Donc,  ajoutant  ces  quatre  expressions,  et  observant  la  remarque 
faite  sur  la  valeur  de  a"  4-  [5"  4-  y"  4-  o",  on  a,  pour  valeur  du  numéra- 
teur, 

4(i  4-  B,,x''  4-  B8.r8). 

Mais,  d'après  le  lemme,  B4  =  hA  —  s4  que  nous  désignerons  par  /, 
et  B8  =  ^.3h\,  [J.  représentant  abc\  nous  avons  donc 

•  •  •  4"  flnX    4~  fln+;X         -+-  fln+%X         4~  .  •  •  4~  lln^_!trX  4—  .  .  . 

i  H-  £4  .a4  -f-  ji.3  h\  x% 
(i  —  a* x'*)  (i  —  b'*  x'*)  (i  —  c4x4) 

Alors,  si  nous  reprenons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait,  le  dévelop- 
pement de  (Ks,txh  —  i)r,  nous  verrons  que  la  suite  C  est  le  coefficienl 
de  x"+l,r  dans  le  développement  de 

(  i  -H  /,„ x'*  -+-  |x3 h\  x%  (s-4 x'*  —  i  )'" 


(i  —  a*  x'*)  (i  —  b'x')  (i  —  c'x'') 
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ii  étant  un  multiple  de  4;  et  alors  ce  coefficient  est  égal  à 

a"+2(/y>4-c4  )'•(£  —  c)-±-b"+-(ci-hai)r(c  —  a)  +  cn+* {a1* -+- b'*)r (a  —  fe)_ 
«-(6  —  c)-t-62(c  —  «)  +  c2(a—  6) 

6.  Généralement,  si  nous  appliquons  le  même  procédé  à  l'équa- 
tion (i)  en  employant  am-\-  bm  -+-  cm  (ou  sm)  comme  multiplicateur, 
nous  aurons 

/  att+*(bm -+-  cm)r(b  -  c)-h  &B+2(cm  +  a"T(c  -  a) H-  c"+2(>'"  -h  b"l)'(a  -  h  ) 

j      =k(sm-iy[h\;i+mt, 

où  (.v,«  —  i)r[^]n+«r  représente  la  suite 

/-(r-i)(r-2)    -  ,  ,  ,         y , 

12    3  m         n+3m  \  /    n'i+)in- 

Il  faut  trouver  les  sommes  des  termes  de  m  en  zw  de  la  série 

.  .  .  flHx"  -+-  fln+f  OC        H-  /i/H-s 37         -h  '£«4-',  X        -+- .  .  H-  'ln+mrX  -(-..., 

w  étant  un  multiple  de  m.  Employons  la  méthode  déjà  indiquée,  nous 
aurons 

/y/ ....  H-  /*„*•"  H-  An+M  x"+w  +  ha+2n3CR+*m  + .  . .  -+-  K^OC"™  +-...) 


(i  —  a  a,  a?)...  (i  —  aa2j;)...  (i  —  aa,x)..,  (1  —  wxmx)  .  .  . 

a,,  a2,  . . .,  a,„  désignant  les  racines  mièmes  de  l'unité. 

Lorsque  le  second  membre  de  cette  équation  est  réduit  à  un  seul 
terme,  on  voit  facilement  que  le  dénominateur  est  égal  à 

(i  _  amx'"){\  -  bmx'"){\  -  cmxm)\ 

et  le  numérateur  est  une  somme  de  ni  expressions  semblables  de  la 

forme 

[  -h  A, x  -h  AjjO?*  ■+-  A3a?8  -h . . . -+-  A :i„,_  a x-""-3 . 
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La  première  de  ces  expressions  est  identique  au  produit  de 

(i  —  ao>.,x)(i  —  ay.3x)  . . .  (i  —  axmx) 

par  deux  autres  groupes  semblables  de  facteurs,  qu'on  obtient  en  rem- 
plaçant a  successivement  par  b  et  c  dans  celui-là. 
Or 

(i  —  ay.,x)(i  —  aoLsx)  . . .  (i  —  ay.inx) 

—  i  —  axSt  -ha2#2S2  H-. .  •-+-(  —  ax)"l~*  S/W_n 

S,,  désignant  la  somme  des  produits  r  à  r  de  a2,  a3, ...,  aw,  et  par  consé- 
quent S,  étant  égal  à  —  y.{ ,  S2  à  —  a.  S,  =  a2,  S3  à  —  a,  S2  =  —  a3,  . . ., 

Donc  le  premier  terme  du  numérateur  est  égal  au  produit  des  fac- 
teurs 

[i  -h  axa.,  -4-  a2 a?2 a,  -t-  a^'a,  +. .  .-h(aa?a1)m~l], 
f  i  h-  ixa,  -h  62a72a2  -t-  &3a?3a3  -f- . .  .-^-(bxy.,  )'""'  | 
et 

[i  -f-  cxcct  -+-  c2x"*y.'-{  •+-  c3x3a3  -h. .  .-h  (cxyx)"l~{  J; 

et  ce  produit  est  de  la  forme 

[  H-B^a,  -f-  B.,x2y'"-h  B8a73aJ-K .  .H-  B3/W_3(.ral)3'"-3. 

Les  autres  termes  du  numérateur  s'obtiennent  en  remplaçant  dans 
celui-là  a,  successivement  par  a2,  a3,  . . .,  a/n. 

Par  conséquent,  en  ajoutant  ces  m  expressions  et  en  observant  que 
a"  +aj+...+  a*  =  o,  excepté  quand  «  est  un  multiple  de  m,  auquel 
cas  la  valeur  de  cette  somme  est  m,  on  obtient  pour  expression  com- 
plète du  numérateur 

m(i  +  Bwf+  Bimx2m). 
Mais,  d'après  le  lemme,  Bm  =  hm—  sm,  que  nous  désignerons  par  /,„, 
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et  B2m  —  fi/"-'  h'm_3  ;  donc  nous  avons 


n-t-/nr,l/ 


...  h-  hnx'1  +  h^,nxn+m  +  A„^,„;r"+2'"  -r  •  •  •  4-  /* 

_  i  +  tm  xm  -+■  [j."1-1  h'm_3  ce2"1 

~  (i  —  a"1  xm  )  (  i  —  bm x"1  )  ( i  —  c"1 a:"1  ) 

Alors,  en  considérant,  comme  ci-dessus,  le  développement  de 
(smxm—  i)r,  on  verra  que  la  suite  (D)  est  le  coefficient  de  x'lJrmr  dans 
le  développement  de 

(  I  +  t„,  X'"  -+-  t*'»-1  Km-i  a'"1  )  (  *//«  *'"  -  »  )r 

(  i  —  a"1  x"1  )  (  i  —  b"1  x "l  )  (  i  —  c'"  x"1  ) 

n  étant  un  multiple  de  m\  et  alors  ce  coefficient  est  égal  à  l'expression 

an+i(bm-hc"lY(b  —  c)  +  b"-h-(c"l+  a'")r(c  —  a)+cn^2(a"l+  b"l)r(a  —  b) 
a*(b  —  c)  -hb*(c  —  a)  +  c*(a  —  b) 
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Sur  les  courbes  définies  par  les  équations  différentielles 

[quatrième  partie  ( l  )]  ; 

Par  M.  H.  POIIVCARÉ. 


CHAPITRE  XVI. 

ÉQUATIONS    DU    SECOND    ORDRE;    POINTS    SINGULIERS. 

Nous  allons  aborder  maintenant  l'étude  des  équations  différentielles 
d'ordre  supérieur.  Voici  sous  quelle  forme  nous  les  écrirons  :  soient 
x,  y  et  ^les  coordonnées  d'un  point  mobile  dans  l'espace,  et  /  une  va- 
riable auxiliaire  que  nous  regarderons  comme  représentant  le  temps; 
nous  écrirons 

/   v  dx  v  dy  v  dz  y 

V>  ~dt   -  V  ~dt-X'  dt-L- 

X,  Y  et  Z  seront  des  polynômes  entiers  en  x,  y  et  z.  Il  est  clair,  en 
effet,  que  toute  équation  du  second  ordre  et  du  premier  degré  peul 
être  ramenée  facilement  à  cette  forme. 

De  même,  toute  équation  du  (n  —  i^,'«iC  ordre  et  du  premier  degré 


(')  Voir  les  trois  premières  Parties  dans  ce  Journal,  3e  série,  t.  VII  et  V11I, 
et  4e  série,  t.  I. 
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pourra  être  mise  sous  la  forme 

/    x  dxK        v  dr,        v  dx„  Y 

X,,  X2,  . . .,  X„  étant  des  polynômes  entiers  en  xn  x2,  . . .,  xn.  Si  Ton 
a  affaire  à  une  équation  du  (n  —  i)ieme  ordre  et  de  degré  supérieur,  on 
pourra  écrire 

dxl y  (j^i  Y  ^Xn  V 

HT  ~     "         ~dt  ~     2'         "  *  •'  dt   ~  A-"' 

X,,  X2,  ...,  X„  étant  des  polynômes  entiers  en  xn  x21  . ..,  #„  et  z\ 

et  z  étant  une  fonction  de  xn  x2,  . . .,  xn  liée  à  ces  variables  par  une 

relation  algébrique 

r  \x  K,  x.2y  . . . ,  xn,  z )  =  o, 


dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  entier. 

Introduisons  une  nouvelle  variable  t,  nous  pourrons  écrire 

dxx        v    d¥  dx2  y    dF  <7.r„  Y    d¥ 

dz  '  c/^  ax  «^  ax  "  a- 

rfs  _         y    d¥         y    ^F  y    f^ 

rfx  _  '  c/.r,         '   J  ctej        '  '  '  w  dxn 

Les  seconds  membres  de  ces  nouvelles  équations  étant  des  polynômes 
entiers  par  rapport  aux  x  et  à  z,  les  équations  sont  ramenées  à  la  forme 
(2);  seulement  Tordre  en  est  élevé  d'une  unité. 

Si  l'on  veut,  dans  le  cas  des  équations  (2),  employer  le  mode  de 
représentation  géométrique  dont  nous  avons  l'ait  usage  jusqu'ici,  il  faut 
regarder  xn  x2,  . ..,  xn  comme  les  coordonnées  d'un  poinl  dans  l'es- 
pace à  n  dimensions. 

La  Géométrie  n'est  plus  alors  qu'un  langage  qui  peut  être  plus  ou 
moins  avantageux,  ce  n'est  plus  une  représentation  parlant  aux  sens. 
Nous  pourrons  néanmoins  être  conduits  à  employer  quelquefois  ce 
langage. 

Au  contraire,  dans  le  cas  des  équations  du  second  ordre  de  la 
forme  (1),  qui  est  celui  que  nous  étudierons  plus  particulièrement,  la 
représentation  géométrique  conserve  tous  ses  avantages,  et  nous  con- 
tinuerons à  l'employer  constamment. 
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Il  arrivera  aussi  quelquefois  qu'au  lieu  de  considérer  les  trajectoires 
du  point  mobile  (oc,  y,  z)  dans  l'espace  tout  entier,  nous  aurons  à  con- 
sidérer seulement  les  portions  de  ces  trajectoires  qui  sont  comprises 
dans  une  certaine  région  de  l'espace  ;  nous  n'aurons  plus  besoin  alors 
de  supposer  que  les  fonctions  X,  Y  et  Z  sont  des  polynômes  entiers, 
mais  seulement  qu'elles  se  comportent  comme  des  polynômes  entiers 
à  l'intérieur  delà  région  considérée. 

Il  est  aisé  de  voir  que  par  tout  point  de  l'espace  passe  une  trajectoire 
et  une  seule.  Il  ne  peut  y  avoir  d'exception  que  pour  les  points  où  les 
trois  fonctions  X,  Y  et  Z  s'annulent  et  que  l'on  appelle  points  singu- 
liers. 

Les  trois  équations 


X  =  o,         Y  =  o, 


=  o 


représentent  trois  surfaces  algébriques.  Il  peut  se  faire  que  ces  trois 
surfaces  aillent  passer  par  une  même  courbe.  Tous  les  points  de  cette 
courbe  sont  alors  singuliers  et  l'on  a  alors  une  courbe  singulière.  Nous 
reviendrons  plus  loin  sur  ce  cas  important. 

Ne  considérons  pour  le  moment  que  les  points  singuliers  isolés. 
Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 


i°  Ou  bien  toutes  les  dérivées 


dX    dX    dX    dY    clY    dY    d'Z    dZ    dZ 


dx  dy  dz  '  dx  dy  dz  '  dx  dy  dz 
ne  sont  pas  nulles  à  la  fois  :  c'est  le  cas  que  nous  allons  étudier  en 
détail; 

2°  Ou  bien  ces  neuf  dérivées  sont  nulles  à  la  fois.  Ce  cas  se  ramène 
au  précédent  parles  procédés  de  Briot  et  Bouquet  (Journal  de  V Ecole 
Polytechnique,  XXXVIe  Cahier). 

Supposons  donc  que  les  neuf  dérivées  ne  soient  pas  nulles  à  la  fois 
et  formons  l'équation  en  S 


(3) 


dX 

-S 

dX 

dX 

dx 

dy 

dz 

dY 

dY 

s   Ç 

dz 

dx 

dy" 

dZ 

dZ 

dZ 

dx 

dy 

dl 

=  o. 
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Cette  équation  n'aura  pas  de  racine  nulle,  ni  de  racine  multiple  si  les 
polynômes  X,  Y  et  Z  sont  les  plus  généraux  de  leurs  degrés.  Je  ne  dirai 
rien  du  cas  particulier  où  l'équation  en  S  aurait  des  racines  nulles  ou 
multiples;  je  me  bornerai  à  renvoyer  à  ce  que  j'ai  dit  de  cas  analogues 
dans  la  première  Partie  de  ce  travail  (3e  série,  t.  VII,  p.  391). 

Ce  cas  exceptionnel  étant  exclu,  nous  avons  à  examiner  les  cinq 
hypothèses  suivantes  : 

Première  hypothèse.  —  Les  trois  racines  de  l'équation  en  S  sont 
réelles  et  de  même  signe. 

Dans  ce  cas,  les  intégrales  générales  des  équations  (1)  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme  suivante  : 

Hs'        Hs*        Hs* 

W  Â7-Â7-ÂT 

I  >ans  ces  relations,  H, ,  H2  et  H3  sont  des  fonctions  de  x,  y  et  z,  ho- 
lomorplics  clans  le  voisinage  du  point  singulier  et  s'annulanl  en  ce 
point  singulier;  S,,  S2  et  S3  sont  les  racines  de  l'équation  (3);  A,,  A2 
et  A.,  sont  des  constantes  d'intégration.  Ce  théorème  a  été  démontré 
dans  ma  thèse  inaugurale  (Paris,-  Gauthier- Villars,  1879),  P-  7°* 

II  est  aisé  de  voir  que  les  équations  (4)  représentent  une  infinité  de 
courbes  qui  vont  toutes  passer  par  le  point  singulier. 

Donc,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  toutes  les  trajectoires  qui  passent 
dans  le  voisinage  du  point  singulier  vont  converger  en  ce  point.  On  dit 
alors  que  le  point  singulier  est  un  nœud. 

Deuxième  hypothèse.  —  Les  trois  racines  de  L'équation  en  S  sont 
réelles,  mais  non  de  même  signe. 

Supposons,  par  exemple,  que  S,  et  Sa  soient  positifs  et  Sa  négatif. 

On  ne  pourra  pas  alors,  en  général,  mettre  les  intégrales  des  équa- 
tions (1)  sous  la  forme  (4). 

Mais  le  théorème  de  Briot  et  Bouquet,  dans  le  Mémoire  cité  plus 
haut,  nous  apprend  qu'il  existe  trois  intégrales  particulières  des  équa- 
tions (1),  qui  ont  la  forme  suivante 

3?  =  <p,(w),  y  =  y2(u),  zr=<p3(«), 
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o, ,  ç,  ct  ?3  étant  des  fonctions  holomorphes  d'une  même  variable  u,  qui 
s'annulent  avec  cette  variable  si  le  point  singulier  est  pris  pour  origine. 

Le  théorème  n'est  pas  tout  à  fait  présenté  sous  cette  forme  par 
Briot  et  Bouquet;  mais  il  est  aisé  de  passer  de  l'énoncé  de  ces  deux 
géomètres  à  celui  qui  précède. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  ces  trois  intégrales  sont  réelles;  nous 
sommes  donc  certains  déjà  que  trois  trajectoires,  que  j'appellerai  Tn 
T2  et  T3,  vont  passer  par  le  point  singulier. 

Pour  pousser  plus  loin  cette  analyse,  faisons  un  changement  linéaire 
de  variables,  ou  un  changement  de  coordonnées,  en  prenant  pour  ori- 
gine le  point  singulier  et  pour  axes  les  tangentes  aux  trois  trajectoires 
T,,  T2  ct  T3.  Après  ce  changement  de  coordonnées,  les  équations  (i) 
conserveront  la  même  forme,  et  les  racines  de  l'équation  en  S  ne  chan- 
geront pas.  Seulement  les  termes  du  premier  degré  de  X,  Y  ct  Z  se  ré- 
duiront respectivement  à 

OtX,        o2y,        o3-. 

Cela  posé,  je  dis  que  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dx  dy 

admettra  une  intégrale  holomorphe  s'annulant  avec  x  et  y. 

11  existe  en  effet  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  x  et  de  y  et  qui  satisfait  formellement  à  cette  équation.  Pour 
former  les  coefficients  de  cette  série,  posons 

X  =  S{x-X',         Y  =  S2y-Y',         Z  =  S3*-hZ', 

et  nous  chercherons  s'il  existe  une  série 

Ul  «^      J 

qui  satisfasse  à  l'équation  proposée,  que  nous  écrirons 
(5)  S,x£  +  S,r|  -  S.,  =  X'£  + Y'* +Z'. 

Journ.  de  Math.  (&*  série),  tome  II.  —  Fasc.  Il,  1886.  -  • 
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Le  coefficient  a,„„  de  .r"'v".  dans  la  série  cherchée,  nous  sera  donné 
par  l'équation 

(raS.H-  nS,—  S3)aOTB=  fi, 

fi  étant  un  ensemble  de  tonnes  dépendant  des  coefficients  de  X',  Y',  Z 
ainsi  que  des  coefficients  %pq  où  /;  et  q  sont  inférieurs  à  m  et  à  n.  (L'un 
des  indices  p  ou  q  peut  toutefois  être  égal  à  l'indice  correspondant  m 
ou  //;  mais  on  ne  peut  pas  avoir  à  la  fois  p  =  m,  q  =  n.) 

11  reste  à  démontrer  que  la  série  ainsi  obtenue  est  convergente.  Il 
n'y  aurait  pas  de  difficulté  si  S3  était  positif  comme  S,  et  S2.  Dans  ee 
cas  en  effet,  on  n'aurait  qu'à  renvoyer  au  théorème  de  ma  thèse  inau- 
gurale, que  j'ai  déjà  cité  plus  haut. 

Mais  ici  S3  est  négatif,  et  il  faut  se  servir  d'une  équation  auxiliaire 

(5  to)      S,*£  +  S,r|  -  S,*  =  X-£  +Y-|  h-Z". 

Dans  cette  équation,  23  est  une  quantité  positive  plus  petite  que  S, 
el  que  S.,;  V,  Y",  Z"  sont  des  polynômes  que  l'on  obtient  en  rempla- 
çant dans  X',  Y'  et  Z'  chaque  terme  par  sa  valeur  absolue. 

Il  existera  alors  une  série 

^^mn^    J     J 

qui  satisfera  formellement  à  l'équation  (5  bis),  et  cette  série  sera  con- 
vergente, puisque  23  est  positif. 

Le  coefficient  cc'mn  se  déduira  de  l'équation 

fi'  étant  formé  avec  les  coefficients  de  V\  Y",  Z"  et  avec  les  %     comme 

fi  est  formé  avec  les  coefficients  «le  V,  ^  ',  Z'  el  avec  les  a/)(/.  Tous  les 

u!mn  sont  positifs.  En  effet,  si  cela  est  vrai  de  tous  les  a'   ,  fi'  scia  positif, 

puisque  les  coefficients  de  X",  Y",  //'sont  positifs. 

D'ailleurs  m  S ,  -f-  n  S»  —  23  est  toujours  positif. 

Je  dis  maintenant  que 

I  cl      I  <f  y 
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En  effet,  si  cela  est  vrai  pour  les  indices  inférieurs  à  m  et  à  //,  on 
aura 

IPKP'. 

On  a  d'ailleurs 

m  S ,  -+-  //  S2  —  S3  >  m  S,  H-  n  S,  —  23 , 
puisque  2;t  est  positif  et  S:)  négatif.  Il  vient  donc 


ce  qui  prouve  que  la  série 


est  convergente. 


V  r'"y" 


Ainsi  l'équation  (5)  admet  bien  une  intégrale  holoinorphc  comme 
je  l'avais  annoncé.  Dans  le  langage  géométrique,  cela  veut  dire  que 
par  le  point  singulier  passe  une  surface  U  sur  laquelle  sont  situées  une 
infinité  de  trajectoires.  Les  trajectoires  T,  et  T2  sont  situées  sur  cette 
surface,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  T3. 

Si  l'on  remplace,  dans  les  équations  (i),  c  parla  série  ^Ly.„lirc'"  \  ■" . 
ces  équations  prennent  la  forme 

(«)  §=x-     l=Y- 

V  et  Y  étant  des  fonctions  holomorphes  de  x  et  dey  s'annulant  avec- 
ces  variables.  Les  termes  du  premier  degré  se  réduisent  respective- 
ment à  S,  a?  et  à  S,^. 

On  est  donc  ramené  au  cas  des  équations  du  premier  ordre,  où  l'on 
n'avait  que  deux  variables,  x  et  y,  représentant  les  coordonnées  d'un 
point  dans  un  plan.  Les  courbes  définies  parles  équations  (6)  seront 
les  projections  des  trajectoires  situées  sur  la  surface  U;  il  csi  aise  de 
vérifier  que,  pour  ces  courbes  planes,  le  point  singulier  esl  un  nœud, 
d'où  la  conclusion  suivante  : 

Toutes  les  trajectoires  situées  sur  la  surface  I  vont  se  croiser  au 
point  singulier. 
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On  peut  d'ailleurs  vérifier  aisément  que  les  autres  trajectoires  ne 
\ont  pas  passer  par  le  point  singulier;  mais  qu'après  s'être  approchées 
plus  ou  moins  de  ce  point,  elles  s'en  éloignent  et  sortent  de  son  do- 
maine. 

Ainsi  une  infinité  de  trajectoires  dont  l'ensemble  forme  une  surface, 
ainsi  qu'une  autre  trajectoire  isolée,  viennent  passer  par  le  point  sin- 
gulier; toutes  les  autres  restent  à  une  distance  finie  de  ce  point. 

Le  point  singulier  s'appellera  alors  un  col. 

Troisième  hypothèse.  —  L'équation  (3)  a  une  racine  réelle  et  deux 
racines  imaginaires  conjuguées  dont  la  somme  est  de  même  signe  que 
la  racine  réelle. 

Soient 

S,  =  a  -j-  [Ji,  S2  =  a  —  $i         et         S3 

ces  trois  racines.  L'intégrale  générale  des  équations  (i)  pourra  s'écrire, 
comme  dans  la  première  hypothèse, 

Hf«  __  Hf»       Hf« 

A,   ~" "  A,         A8  ' 

Nous  pourrons  poser  d'ailleurs 

H,  =  K  ■+■  iK',         II2=K  —  iK', 

k  et  K'  étant  des  fonctions  holomorplies  réelles  de  a?,  y  et  z. 
Considérons  l'équation  générale 

(7)  K2  ■+•  K'2  H- H,  =  const. 

Cette  équation  représente  une  infinité  de  surfaces  s'enveloppanl  mu- 
tuellement et  enveloppant  le  point  singulier. 

Il  est  aisé  de  vérifier  qu'aucune  des  trajectoires  ne  peut  couper 
aucune  de  ces  surfaces  qu'en  un  seul  point,  si  la  constante  du  second 
membre  est  suffisamment  petite.  En  effet,  les  équations  d'une  trajec- 
toire quelconque  peuvent  s'écrire 

K+iK'=(C+iD)H][+'8, 
k-  /k  =(C-  iD)Hï-'«, 
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C,  D,  y  et  o  étant  quatre  constantes  réelles.  (Remarquons  que,  pour 
une  même  trajectoire,  H3  devra  toujours  conserver  le  même  signe.  ) 
Les  surfaces  (7)  sont  donc  des  surfaces  sans  contact,  analogues  aux 
cycles  sans  contact  étudiés  dans  les  Parties  précédentes. 

Une  trajectoire,  une  fois  qu'elle  aura  pénétré  à  l'intérieur  d'une  des 
surfaces  (7),  ira  toujours  en  se  rapprochant  du  point  singulier; 
mais  elle  ne  pourra  s'en  rapprocher  qu'asymptotiquement  (comme 
dans  le  cas  des  foyers  de  la  première  Partie  de  ce  travail);  car  il  est 
aisé  de  voir  qu'elle  ne  saurait  aller  passer  par  le  point  singulier  avec 
une  tangente  déterminée. 

Il  y  a  toutefois  une  exception.  Nous  avons  vu  que,  d'après  Briot 
et  Bouquet,  il  y  a  trois  trajectoires,  T,,  T2  ctT3,  dont  les  équations 
s'écrivent 

x  =  yt(u),         y  =  f(u),         s  =  <p3(«), 

<p,,  cp2  et  cp3  étant  des  fonctions  holomorphes  d'une  même  variable  u. 

Ici  deux  de  ces  trajectoires  sont  imaginaires;  mais  une  autre  est 
réelle  et  a  pour  équation 

K  =  Iv'  =  o. 

Cette  trajectoire  va  passer  par  le  point  singulier  avec  une  tangente 
déterminée. 

Maintenant,  il  y  a  une  infinité  de  trajectoires  situées  sur  la  surface 

H3  =  o; 

celles-là  sont  des  spirales  analogues  à  celles  que  nous  avons  rencon- 
trées dans  la  première  Partie.  Les  autres  seront  aussi  des  spirales  tra- 
cées sur  les  surfaces  dont  l'équation  générale  est 

k2-+-k'2 

=  const. 


s,+s 


Suivant  la  valeur  de  Sa  ces  surfaces  seront  des  surfaces  ordinaires 
à  plan  langent  unique,  ou  des  surfaces  comparables  à  celle  ((n'engen- 
drerait la  révolution  d'une  parabole  autour  de  la  tangente  au  somme!. 


i6o 
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Dans  le  second  cas,  les  trajectoires  pourraient  plutôt  être  compa- 
rées à  fies  tire-bouchons  qu'à  des  spirales. 

Les  points  singuliers  de  cette  sorte  pourront  s'appeler  foyers. 

Quatrième  hypothèse.  —  L'équation  (3)  a  une  racine  réelle  et 
deux  racines  imaginaires  conjuguées  dont  la  somme  est  de  signe  con- 
traire à  la  racine  réelle. 

Les  intégrales  des  équations  (i)  ne  peuvent  plus  alors  se  mettre 
sons  la  forme  (4  ).  Les  trois  trajectoires  Tn  T2,  T3  définies  plus  hanl 
existent  toujours,  mais  une  seule  d'entre  elles,  T,,  est  réelle. 

Nous  pourrons  faire  un  changement  de  coordonnées,  tel  que  l'ori- 
gine soil  transportée  au  point  singulier,  et  que  les  termes  du  premier 
degré  de  \,  Y  et  Z  se  réduisent  respectivement  à 

olx  -+-  $y,     yx-hSy     et     S3s. 

Il  arrivera  alors  (et  on  le  démontrerait  comme  dans  le  deuxième 
ciis  )  que  l'équation 

v    CIZ  x-    (lz  ry 

Xr  +  YT=Z 

dx  dy 

admettra  une  intégrale  holomorphc  en  x  et  y  et  s'annulant  avec  ces 
variables. 

Il  \  a  donc  une  surface  qui  passe  par  l'origine  et  sur  laquelle  sont 
tracées  une  infinité  de  trajectoires.  Soit 

z  =  y(x,  y) 

l'équation  de  cette  surface.  Si  Ton  remplace  z  par  o(x,y)  dans  \ 
el  ï  .  les  équations  (i)  sont  ramenées  au  premier  ordre  et  représenter 
des  courbes  planes,  projection  sur  le  plan  des  xy  des  trajectoires 
tracées  sur  la  surface  en  question.  11  est  aisé  de  voir  que  pour  ces 
courbes  planes  l'origine  esl  un  foyer. 

Il  existe  donc  une  surface  sur  laquelle  sont  tracées  une  infinité  de 
trajectoires  qui,  tournant  comme  des  spirales  autour  du  point  singulier, 
s'en  rapprochent  asymptotiquemenl . 
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Il  y  a  en  outre  une  trajectoire  T,  qui  va  passer  par  ce  point  sin- 
lier.  Toutes  les  autres  en  restent  à  une  distance  finie. 
Un  pareil  point  peut  s'appeler  col-foyer. 


Cinquième  hypothèse.  —  L'équation  (3)  a  une  racine  réelle  et 
deux  imaginaires  conjuguées,  dont  la  somme  est  nulle. 

Ce  cinquième  cas  doit  être  regardé  comme  un  cas  limite  et  excep- 
tionnel, car  il  ne  se  présentera  pas  si  les  polynômes  Y,  Y  el  Z  sont 
les  plus  généraux  de  leurs  degrés. 

Dans  ce  cinquième  cas,  il  n'arrivera  pas  en  général  que  les  inté- 
grales des  équations  (i)  puissent  se  mettre  sous  la  forme  (  \  ). 

Si  cependant  cela  arrivait,  et  que  nous  posions 

H(  =  K  4-/K.         H2  =  K  —  iK', 

S,  =  iz,  S,  =  —  /a, 

on  verrait  aisément  que  toutes  les  trajectoires  sont  situées  sur  des  sur- 
faces, telles  que 

k2  -+-  K'2  =  const. 

Nous  aurions  alors  une  trajectoire  réelle  T,  passant  par  le  point  sin- 
gulier et  ayant  pour  équation 

k  =  iv  =o. 

Nous  aurons  également  une  surface  H3  =  o  passant  par  le  poinl 
singulier,  et  sur  laquelle  seront  tracées  une  infinité  de  trajectoires.  Les 
trajectoires  tracées  sur  cette  surface  seront  des  courbes  fermées  enve- 
loppant le  point  singulier. 

Les  surfaces  Iv2 -h  Iv  2  =  const.  sont  des  espèces  de  gaines  envelop- 
pant la  trajectoire  T,,  de  sorte  qu'on  pourrait  les  comparer  à  des 
cylindres  ayant  pour  axe  T,,  et  qui  auraient  été  ployés  et  déformés 
en  même  temps  que  celte  trajectoire. 

Les  trajectoires  tracées  sur  celle  surface  sont  alors  des  espèces  d'hé- 
lices dont  le  pas  irait  constamment  en  décroissant,  de  telle  façon  que 
la  courbe,  au  lieu  de  s'étendre  à  l'infini,  se  rapproche  asymptotique- 
nient  de  la  surface  lï3  =  o. 
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Lu  pareil  point  singulier  s'appellera  un  centre. 

Si,  au  contraire,  les  intégrales  ne  peuvent  pas  se  mettre  sous  la 
forme  (4),  le  point  singulier  jouira  des  mêmes  propriétés  qu'un  foyer 
ou  qu'un  col-foyer. 

Je  ne  m'étendrai  pas  plus  longtemps  sur  ce  cas  exceptionnel,  en 
me  réservant  d'y  revenir  plus  tard,  si  j'en  avais  besoin,  pour  quelque 
application.  Je  me  bornerai,  pour  le  moment,  à  renvoyer  au  Cha- 
pitre \l.  où  j'ai  étudié  en  détail  les  points  singuliers  analogues  des 
équations  du  premier  ordre. 

Si  donc  on  laisse  de  côté  le  cas  limite  qui  vient  de  nous  occuper,  les 
équations  du  second  ordre  ont  quatre  espèces  de  points  singuliers  :  les 
cols,  les  nœuds,  les  foyers  et  les  cols-foyers. 

Il  sciait  facile  d'étendre  cette  théorie  à  des  équations  d'ordre  //. 

Remarquons  seulement  que,  quand  on  fait  croître  n,  le  nombre  des 
espèces  de  points  singuliers  croît  très  rapidement.  Nous  avons  vu,  en 
effet,  qu'il  était  de  3  pour  n  =  1 ,  de  4  pour  n  =  2;  on  verrait  sans 
peine  qu'il  est  de  8  pour  n  =  3  et  de  10  pour  n  =  4- 

Examinons  maintenant  le  cas  particulier  où  les  trois  surfaces 

X  =  o,         Y  =  o,         Z  =  o 

se  coupent  suivant  une  même  courbe,  qui  est  alors  une  courbe  singu- 
lière. 

Nous  changerons  de  variables  en  posant 

(7)     x  =  <p,(a/, 7',  z'),       y  =  ?2(>', y',  z'),        z  =  ?3 (a?', /,  s'), 

cp,,  epo  et  cp3  étant  des  fonctions  holomorphcs  dans  le  domaine  envi- 
sagé. 

On  pourra  toujours  choisir  ces  fonctions  holomorphcs  de  telle  façon 
que  la  courbe  singulière  ait  pour  nouvelles  équations 

x'  =  y  =  o. 

Soient,  en  effet, 

/0>7>  ;)=/i(^)V')  =  o 

les  équations  de  la  courbe  singulière,  et  soient 

x  =  a,         y  =  p,         z  =  y 
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un  point  de  cette  courbe;  soit  /2(.r,  y,  z)  une  fonction  holomorphe 
quelconque  s'annulant  au  point  M.  Nous  poserons 

(8)  /=/.(*>**). 

!  z'  =f2(x,y,  z). 

Nous  pourrons  toujours  choisir  la  fonction  f2  de  telle  sorte  que  le 
déterminant  fonctionnel  de  f,  /,  et  f2  ne  soit  pas  nul  au  point  M,  et 
par  conséquent  que  les  équations  (8)  puissent  être  résolues  sous  la 
forme  (7). 

Il  n'y  aurait  d'exception  que  si  la  courbe  singulière  présentait  un 
point  double  ou  une  autre  singularité  quelconque  au  point  M,  ce  que 
nous  ne  supposerons  pas. 

Il  résulte  de  là  que  nous  pouvons  toujours  supposer  que  la  courbe 
singulière  est  l'axe  des  z,  et  que  le  point  de  cette  courbe  qu'on  envi- 
sage est  l'origine. 

Il  faudra  alors  que  X,  Y  et  Z  s'annulent  quand  x  et  y  sont  nuls  à 
la  fois. 

Nous  allons  maintenant  faire  un  nouveau  changement  de  variables 
qui  sera  cette  fois  linéaire,  et  sera  par  conséquent  un  simple  change- 
ment d'axes. 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  termes  du  premier  degré 
de  X,  Y  et  Z  doivent  être  de  la  forme 

ccx  +  y/ y,     $x-h  $'y,     yx  -+-  y'/. 

Je  vais  conserver  pour  axe  des  z  la  ligne  singulière,  mais  je  chan- 
gerai le  plan  des  xy,  et  je  choisirai  le  nouveau  plan  des  xy  de  telle 
façon  que  y  et  y'  s'annulent. 

Nous  formerons  alors  l'équation  suivante,  analogue  à  l'équation  (3), 
mais  qui  n'est  plus  ici  que  du  second  degré  : 


(9) 


a  —  S  a' 

P     P'-s 


Si  cette  équation  a  deux  racines  réelles  et  de  même  signe  ou  deux 
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racines  imaginaires  conjuguées  dont  la  somme  n'est  pas  nulle,  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

dx  ay 

admettra  une  intégrale  holomorphe  s'annulant  avec  x  et  y.  On  n'a 
pour  s'en  convaincre  qu'à  reprendre  le  raisonnement  que  nous  avons 
fait  dans  la  seconde  hypothèse. 

Il  y  a  donc  une  surface  passant  par  le  point  singulier,  et  sur  laquelle 
sont  tracées  une  infinité  de  trajectoires.  L'élude  des  trajectoires 
situées  sur  cette  surface  se  ramène  au  cas  des  équations  du  premier 
ordre;  il  suffit,  pour  cela,  de  remplacer  dans  les  équations  (i)  z  par  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  de  la  surface.  On  voit  alors  que,  pour  les  tra- 
jectoires tracées  sur  cette  surface,  le  point  singulier  est  un  nœ.ud  si 
les  racines  de  l'équation  (9)  sont  réelles  et  de  môme  signe,  et  un  fo\  er 
si  ces  racines  sont  imaginaires  conjuguées. 

En  un  nœud,  ainsi  qu'en  tous  les  points  de  la  ligne  singulière  qui 
en  sont  assez  voisins,  viennent  donc  se  croiser  une  infinité  de  trajec- 
toires. 

Autour  d'un  foyer  ainsi  qu'autour  de  tous  les  points  voisins  de  la 
ligne  singulière,  viennent  s'enrouler  une  infinité  de  trajectoires  qui 
s'en  rapprochent  asymptotiquement. 

Tl  reste  à  examiner  le  cas  où  l'équation  (9)  a  ses  deux  racines  réelles 
et  de  signe  contraire.  Dans  ce  cas,  le  théorème  de  Briot  et  Bou- 
quet, cité  plus  haut,  nous  apprend  qu'il  existe  encore  deux  trajec- 
toires qui  vont  passer  par  le  point  singulier  avec  une  tangente  déter- 
minée. Ce  sont  les  deux  trajectoires  que  nous  avions  appelées  T,  el  T2; 
quant  à  la  trajectoire  T3,  elle  se  réduit  à  la  ligne  singulière  elle-même. 
Toutes  les  autres  trajectoires  restent  à  une  distance  finie  du  point  sin- 
gulier. Un  pareil  point  singulier  s'appellera  un  col. 

Ainsi  par  un  col  et  par  tous  les  points  assez  voisins  de  la  ligne  sin- 
gulière, liassent  deux  trajectoires;  toutes  les  autres  trajectoires  restent 
à  nue  distance  finie  de  la  ligne  singulière. 

Il  y  aura  doue  sur  une  ligne  singulière  des  ares  dont  tous  les  points 
seront  des  nœuds,  d'autres  dont  tous  les  points  seront  des  foyers, 
d'autres  dont  Ions  les  points  seront  des  cols.  Les  points  qui  sépareront 
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ces  arcs  les  uns  des  autres,  ainsi  que  les  points  multiples  de  la  ligne 
singulière,  présenteront  des  singularités  spéciales  dont  je  ne  parlerai 
pas  ici. 

Je  terminerai  ce  Chapitre  en  donnant  un  exemple  très  simple  de 
chacun  des  cas  traités  plus  haut. 

Points  singuliers  isolés  :  i°  Nœuds.  —  Soit 

dx  dy         dz  , 

x  y  z 

Les  trajectoires  sont  des  droites  passant  par  l'origine. 

2°  Cols.  —  Soit 

d±  =  dl=d±=dL 

x  y  —z 

Sur  la  surface  z  =  o  qui  passe  par  l'origine  sont  tracées  une  infinité 
de  trajectoires  qui  sont  des  droites  passant  par  l'origine.  En  outre 
l'axe  des  z  est  aussi  une  trajectoire  qui  passe  par  l'origine. 

Les  autres  trajectoires  qui  ont  pour  équations 

xz  =  const.,         yz  =  const. 
sont  des  hyperboles  qui  restent  à  une  distance  finie  de  l'origine. 
3°  Foyers. 

dx  dy  dz  , 

-  —  =  al. 


x  -\-  y         —  x ■  -+-  y  z 

L'axe  des  z  est  ici  la  trajectoire  T,  qui  passe  par  l'origine. 

La  surface  H3  =  o  n'est  autre  chose  que  le  plan  des  xy  :  les  au  lies 
trajectoires  sont  tracées  sur  des  cônes  de  révolution;  elles  se  projettent 
toutes  sur  le  plan  des  xy  suivant  des  spirales  logarithmiques;  elles 
vont  donc  toutes  en  se  rapprochant  asymplotiquement  de  l'origine. 

Remarquons  qu'ici  les  surfaces  dont  nous  avions  écrit  l'équation 

générale  sous  la  forme 

K2+K- 

— a  .  «     =  const. 

H,    ». 
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se  réduiscntà  des  cônes  de  révolution.  Elles  ne  présentent  donc  aucune 
des  deux  formes  que  j'avais  attribuées  à  ces  surfaces.  En  effet,  nous 
avons  affaire  à  un  cas  d'exception. 

Si  nous  avions  eu  pour  équations  différentielles 

dx  dy  dz 


x  -+-  y        —  x  -h  y        *z 

ces  surfaces  auraient  eu  un  plan  tangent  unique  pour  a  <  i,  et,  pour 
a  >>  i ,  elles  auraient  présenté  la  forme  de  la  surface  engendrée  par  la 
révolution  d'une  parabole  autour  de  la  tangente  au  sommet.  Il  n'y  a 
donc  d'exception  que  pour  le  cas  de  a'=  i. 

4°  Cols-foyers.  —  Soit 

dx  dy  dz       _    , 


x  +  y         —x-hy         —  z 

Une  trajectoire,  l'axe  des  z,  va  passer  par  l'origine;  une  infinité 
d'autres  sont  tracées  sur  le  plan  des  xy  et  sont  des  spirales  logarith- 
miques se  rapprochant  asymplotiquemcnt  de  l'origine. 

Les  autres  trajectoires  sont  situées  sur  les  surfaces 

(x2  -f-  y2  )  z2  =  const. , 
et  restent  par  conséquent  à  une  distance  finie  de  l'origine. 
5°  Centres.  —  Soit. 


dx  dy         dz  , 

y  —  x  z 

Les  trajectoires  ont  pour  équation  générale 

x2 -\- y2  =  z2,         arctang-  =  log;  h-  A, 


X 


\  et  r'1  étant  deux  constantes  d'intégration.  Les  trajectoires  sont 
tracées  sur  des  cylindres  de  révolution.  Une  seule  d'entre  elles,  l'axe 
des  z,  va  passer  par  l'origine.  Une  Infinité  se  réduisent  à  des  cercles 
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situés  dans  le  plan  des  xy.  Les  autres  sont  des  courbes  qui  tournent 
indéfiniment  sur  les  cylindres  en  se  rapprochant  asymptotiquement  du 
plan  des  xy. 

Points  d'une  ligne  singulière  :  6°  Nœuds. 

dx         dy  dz 

x    ~  T  —    o 

Les  trajectoires  sont  les  droites  parallèles  au  plan  des  xy  et  ren- 
contrant Taxe  des  z,  qui  est  la  ligne  singulière. 

7°  Cols. 

dx  _      dy      _  dz 

x    ~~  —  y  ~~   o 

Les  droites  z  =  const.,  x  =  o,  et  les  droites  z  =  const. ,  y  =  o,  sont 
des  trajectoires  qui  rencontrent  Taxe  des  z,  c'est-à-dire  la  ligne  singu- 
lière. Les  autres  sont  situés  sur  les  cylindres  hyperboliques 

xy  =  const., 

et  restent  à  une  distance  finie  de  l'origine. 

8°  Foyers. 

dx  dy  _  dz 


x  -t-  y         —  x  -+-  y  o 


Les  trajectoires  sont  des  spirales  logarithmiques  situées  dans  des 
plans  parallèles  au  plan  des  xy\  elles  enveloppent  la  ligne  singulière 
en  s'en  rapprochant  asymptotiquement. 
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CHAPITRE  XVII. 


INTEGRATION    PAR    LES    SERIES. 


Nous  avons  vu  qu'une  équation  différentielle  quelconque  peut  tou- 
jours se  mettre  sous  la  forme 

(')  ^T-V"        ^T-X2'         •••'         -df  =  X- 

où  les  X  sont  des  polynômes  entiers. 

Si  Ton  regarde  /  comme  représentant  le  temps,  ces  équations  défi- 
niront le  mouvement  d'un  point  mobile  dans  l'espace  à  n  dimensions. 

Il  arrivera  alors,  quand  le  temps  croîtra  indéfiniment  : 

j°  Ou  bien  que  le  point  mobile  restera  toujours  à  distance  fini»-  cl 
ne  se  rapprochera  pas  indéfiniment  d'un  point  singulier; 

2°  Ou  bien  que  le  point  mobile  s'éloignera  à  l'infini; 

3°  Ou  bien  que  le  point  mobile  ira,  au  bout  d\in  temps  fini,  passer 
par  un  point  singulier; 

\°  Ou  bien  que  le  point  mobile  ira  en  se  rapprochant  indéfinimenl 
d'un  foyer; 

5°  Ou  bien  que  le  point  mobile  viendra  repasser,  à  des  intervalles 
de  temps  finis  et  une  infinité  de  fois  dans  le  voisinage  d'un  point  sin- 
gulier, de  telle  sorte  que  sa  distance  à  ce  point  singulier  puisse  devenir 
plus  petite  que  toute  quantité  donnée,  mais  pour  redevenir  toujours 
finie  dans  les  intervalles  des  différents  passage-. 

En  d'autres  termes,  la  distance  du  point  mobile  à  un  point  singulier 
quelconque  peut,  ou  bien  rester  finie  (premier  cas  et  deuxième  cas), 
ou  bien  tendre  vers  zéro  (troisième  et  quatrième  cas),  ou  bien  osciller 
de  façon  à  devenir  plus  petite  que  toute  quantité  donnée  i,  mais  sans 
rester  plus  petite  que  cette  quantité  e  et  par  conséquent  sans  tendre 
vers  o  (  cinquième  cas). 

Il  y  a  donc  cinq  espèces  de  trajectoires,  et  il  est  aisé  de  construire 
des  exemples  de  ces  cinq  espèces. 

Il  \  aurait  évidemment  un  grand  intérêt  à  exprimer  a?n  r.2 r„  à 
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l'aide  de  séries  ordonnées  suivant  diverses  fonctions  du  temps  et  con- 
vergentes pour  toutes  les  valeurs  réelles  du  temps  depuis  /  =  —  oc  jus- 
qu'à /=+x. 

Il  est  toujours  possible  de  résoudre  ce  problème,  et  je  vais  en  ell'el 
en  donner  une  solution.  Mais,  d'après  sa  nature  môme,  ce  problème 
peut  être  résolu  d'une  infinité  de  manières.  Rien  ne  prouve  donc  que 
la  solution  que  je  vais  donner  soit  toujours  la  plus  avantageuse;  bien 
au  contraire,  il  est  extrêmement  peu  probable  qu'une  môme  solution 
convienne  également  bien  à  tous  les  cas  particuliers  possibles.  Il  faudra 
donc,  pour  chaque  équation  qu'on  aura  à  intégrer,  chercher  une  solu- 
tion analogue,  mais  non  identique  à  celle  que  je  vais  développer,  et 
s'efforcer  de  la  choisir  convenablement  en  s'inspirant  des  conditions 
spéciales  du  problème. 

Introduisons  une  nouvelle  variable  s  en  écrivant 

dXn V 

•*•'  ~di  ~      "' 


(2)            ^i_Y 

dy    ~          n 

cKr-, 
cls 

=  Y2, 

de  telle  sorte  que 

ds  __  X, 

dt  ~  Y, 

x2 

Y2 

Y" 


Les  Y  seront  des  fonctions  de  xt,  x2,  ...,  xn  satisfaisant  aux  con- 
ditions suivantes. 

Pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  x  et  pour  toutes  les  valeurs  des  x 
dont  la  partie  imaginaire  est  comprise  entre  —  (3  et  -+-  (3,  les  fonc- 
tions Y  sont  holomorphes  et  leur  module  est  plus  petit  que  M. 

Si  donc  on  a  la  fois  : 

|   Partie  imaginaire  de  x t   |  <  (3, 
|  Partie  imaginaire  de  x.,   |  <  (3, 


|    Pailic  imaginaire  de  xn   |<P, 
on  aura  ainsi  à  la  fois 

I  Y,   |<M,         |  Y2  |<M |  Y„  |<M 
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Soient  alors 

x  t ,      x  2 ,       ....      «*  rt 

un  système  de  valeurs  réelles  de 

Toutes  les  fois  que 

|  x%  —  x\  |<  p,  I  a?,-  a?î  |<  P,  . .-,  |  a?„-a„  |  <  ?, 

les  fonctions  Y  seront  holomorphes,  et  leur  module  sera  plus  petit 
que  M. 

Si  donc  nous  développons  Y  selon  les  puissances  croissantes  de 

-y» rg*  "  nr* /y»  "  /y»        /y  •  ' 

cC    j  l(/   .    a  kAj  .>  tA/  .,  a.  ■     *    a  a  %As  *i  «A>         * 

les  coefficients  seront  plus  petits  que  ceux  de 

Mj3 =z 

p  J37j ^2  —  •  •  •  —  &.  n     1"  &  \  ~^~  *^|  ~" 1     •  •  •  "i-  "^  « 

Nous  écrirons,  en  employant  les  notations  du  Chapitre  XI, 

Y<Z 

les   Y  et   Z  étant   supposés   développes  suivant   les   puissances  des 
a?,— a?;. 

Soit  .s6  la  valeur  réelle  de  s  qui  correspond  aux  valeurs  x)  des  x(.  En 
partant  des  équations  (2),  on  pourra  développer  les  x  suivant  les  puis- 
sances de  s  —  s0, 

xt  =  <p,(s),         a;2=<pa(«),         ...,         ./■„=  ?„(»• 

Si  l'on  suppose  maintenant  un  autre  point  mobile  dont  les  coor- 
données x  satisfont  aux  équations 

/        ».    v  d,X\  <l  r,  (il,,  r, 

<26w>  -*= -*-=•••=  lfc=z' 
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on  pourra  aussi  développer  les  coordonnées  de  ce  nouveau  point  mo- 
bile suivant  les  puissances  de  s  —  s0, 

a?,  ="+,(*),         x2=<\>2(s),         . ..,         xn  =  tya(s). 

Les  coefficients  des  séries  <j>  seront  tous  positifs  et  respectivement 
plus  grands  que  les  coefficients  correspondants  des  séries  g. 

Cherchons  les  valeurs  de  ty,  c'est-à-dire  intégrons  les  équations 
(2  bis).  Il  viendra  d'abord 

/y»     nn      nr*     sy*      /y»  sv*® 

*As  i  \Aj  .    *As  2  «^o    •   •    •  ^  71  n* 


Appelons  u  la  valeur  commune  de  ces  quantités.  Les  équations  (  2  bis) 
se  réduiront  à 

du  _       M 
ds  a 

d'où 

»-  f|  =  M(s  —  *,) 
et  enfin 


M=P_v/p2_    2(3M(*  — *0). 

Le  radical  s'annule  pour 

_  J_ 

S       S°—  2M' 

Donc  les  séries  ^  sont  convergentes  toutes  les  fois  que 

11  en  est  donc  de  même  des  séries  g. 

Ainsi  les  fonctions  g(s)  sont  holomorphes  à  l'intérieur  d'un  cercle 

de  rayon  -^r  ayant  son  centre  en  un  point  quelconque  s0  de  l'axe   \ 

des  quantités  réelles. 

Si  nous  menons  de  part  et  d'autre  de  X  deux  parallèles  à  une  dis- 
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3 
tance  de  X  égale  à  -^>  ces  deux  parallèles,  dont  l'équation  sera 

™       •     •  •      •        1  3 

Partie  imaginaire  de  s  =±  -\=> 

limiteront  une  bande  B  du  plan  à  l'intérieur  de  laquelle  les  fonctions  o 
seront  holomorphes. 

Nous  allons  chercher  la  représentation  conforme  (àhnliclie  Abbil- 
dung)  de  cette  bande  sur  un  cercle.  Soit 


_  e*s—  1 


Cherchons  la  condition  pour  que 

mod.  p<  1, 

s  =  st  4-  is2 . 

ea*i  (  cosas.2  -:-  i  sin  a.ç,  )  —  1 


soit 
Il  vient 


v  — 


ea*"i(cosa52-l-  i  sina.y2)  -+-  1 


ou 


,„  (e*&i  cosa.ç, —  1  )'--+-  eM*\  sin'-a.v., 

mod-^=  f— --, ï— — —, — - 

(e51*-  cosa.v2+  \y-\-  e2asi  sin-a.y2 
10  £2a'S|  +1—2  ea5i  cos  a.v., 

modap 


eiasi  H-  I  H-  2  ea;>"i  COS  a.v., 

Pour  <[ue  cette  quantité  soit  plus  petite  que  1,  il  faut  et  il  suffit  que 
cosas2  soit  positif,  ou  que 

1  1  ^  fl 

y.  s.,     <T  -• 

I  "     !  2 

En  d'autres  termes,  le  point  s  devra  être  à  l'intérieur  d'une  bande 
comprise  entre  les  deux  droites 


s,  =  ±  « 
a  a 


Si  nous  prenons 

Mtt 
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cette  bande  sera  la  bande  B,  et  la  relation  entre  v  et  s  définira  la  re- 
présentation conforme  de  B  sur  le  cercle  de  centre  o  et  de  rayon  i . 

Si  nous  considérons  maintenant  xn  a?2,  . ..,  xn  comme  fonctions, 
non  plus  de  s,  mais  de  p,  ce  seront  alors  des  fonctions  holomorphes  à 
l'intérieur  de  ce  cercle  ;  ces  quantités  pourront  donc  être  développées 
en  séries  ordonnées,  suivant  les  puissances  croissantes  de  p,  et  conver- 
gentes toutes  les  fois  que  le  module  de  v  est  plus  petit  que  i . 

Les  coefficients  de  ces  séries  peuvent  se  calculer  par  récurrence. 

Il  n'existe,  en  effet,  qu'un  système  de  séries  développées  suivant  les 
puissances  croissantes  de 


'-h  i 


et  qui  satisfassent  formellement  aux  équations  (2). 

Ces  séries  sont  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des;  car, 
quand  s  est  réel,  le  module  de  c  est  plus  petit  que  1. 

Je  vais  maintenant  montrer  que  l'on  peut  toujours  choisir  une  va- 
riable s  satisfaisant  aux  conditions  précédentes.  Il  suffit  pour  cela  de 

prendre 

du        X,-  vo       -v-o  v-> 

Je  dis,  en  premier  lieu,  que 


Y, 


SX* 


sera  holomorphe  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  x.  En  effet,  cette 
fonction  ne  pourrait  cesser  d'être  holomorphe  que  si  l'on  avait 

1  -h  2X2  =  o, 

ce  qui  n'est  pas  possible  quand  les  x  sont  réels. 

En  second  lieu,  si  les  X  sont  réels,  Y,  sera  toujours  plus  petit  que  5 
en  valeur  absolue. 

Soient  a?J,  x-J,  . . .,  x\  un  système  de  valeurs  réelles  des  x\  et  soit  À 
un  domaine  formé  de  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  x,  tels  que 

|a?,-a?°|<p,         |a?2  — a?;|<p,  ....         |  xn  -  xttH  !  <  p. 
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La  quantité  p  pourra  s'appeler  le  rayon,  et  le  système  de  valeurs  x\, 
x°2,  . . .,  a?JJ  pourra  s'appeler  le  centre  du  domaine  A. 

On  pourra  toujours  prendre  le  rayon  de  A  assez  petit  pour  qu'à  l'in- 
térieur  de  ce  domaine  les  Y  restent  holomorphes  et  plus  petites  que  i 
en  valeur  absolue  ;  mais  nous  choisirons  pour  p  la  plus  grande  valeur 
qui  satisfasse  à  cette  condition. 

Je  dis  maintenant  que  p  restera  toujours  supérieur  à  une  quantité 
constante  p0,  quel  que  soit  le  centre  du  domaine  A.  En  effet,  lorsque 
ce  centre  se  déplacera  d'une  manière  continue,  p  variera  aussi  d'une 
manière  continue;  p  ne  pourra  jamais  s'annuler  pour  un  système  de 
valeurs  finies  de  x°n  #°,  ...,  x°,  sans  quoi  les  fonctions  Y  cesseraient 
d'être  holomorphes  en  ce  point. 

Il  reste  à  faire  voir  que,  quand  le  centre  du  domaine  A  s'éloignera 
indéfiniment,  p  ne  tendra  pas  vers  o. 

Supposons,  par  exemple,  que  x°t  croisse  indéfiniment  pendant  que 
les  autres  quantités  x\  pourront  croître  aussi  indéfiniment  ou  rester 
finies. 

(mangeons  de  variables  en  posant 

x°  —  —  .  x°  =  $  » 

J  \  J  \ 

Nous  pouvons  supposer  qu'en  même  temps  que  x\  croît  indéfiniment, 
les  quantités  y°2,  . . .,  ynn  tendent  vers  des  limites  im'w^  ;  en  effet,  si  cela 
n'était  pas,  on  n'aurait  qu'à  faire  entre  les  x  un  changement  linéaire 
de  variables. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  :  i°  que  les  polynômes  X,,  X2,  . . ., 
X„  sont  tous  d'un  même  degré  m;  2°  que  les  termes  de  degré  m  de 
ces  n  polynômes  ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois  sans  que  toutes  les  va- 
riables xn  x.2,  ...,  xn  s'annulent  aussi.  Si,  en  effet,  il  n'en  était  pas 
ainsi,  on  ferait  un  changement  linéaire  de  variables  (je  veux  parler 
ici  d'une  substitution  linéaire  fractionnaire). 

Toutes  ces  hypothèses  étant  faites,  nous  poserons 

X  =  -  Y 

/  1 
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et  il  viendra 


Y,= 


7?X; 


lrr+x;*  +  x;«  +  .,.-hXï 


Cette  fonction  ne  pourrait  cesser  d'être  holomorphe  par  rapport  aux  y 
(si  les  y  sont  réels)  que  si  Ton  a  à  la  fois 

y<  =  x;  =  x;=...=x;=o. 

Or  cela  est  impossible,  d'après  les  hypothèses  faites  plus  haut. 
Donc,  si 

rf  =  o,      yi    ...,  fn 

sont  un  système  de  valeurs  réelles  desy,  on  pourra  trouver  une  quan- 
tité p',  telle  que  les  fonctions  Y  soient  holomorphes  et  de  module  plus 
petit  que  i,  toutes  les  fois  que 

1 7.  \<p',      Iri-yJKp'i      •••!      \ra-ylK?'- 

Gela  suffît  pour  montrer  que  p  ne  tend  pas  vers  o. 

11  en  résulte  qu'il  existe  une  quantité  p0  qui  est  toujours  plus  petite 
que  p  et  qui  est  telle,  par  conséquent,  que  les  Y  soient  holomorphes 
et  de  module  inférieur  à  i ,  toutes  les  fois  que  les  parties  imaginaires 
de  tous  les  x  seront  plus  petits  que  p0  en  valeur  absolue. 

c.    Q.    F.    D. 

Ainsi,  la  variable  s  étant  définie  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut, 
les  x  peuvent  se  développer  suivant  les  puissances  de 

e*s  —  i 
«"*+ 1  ' 

et  le  développement  est  valable  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  s  on 
de  t. 

Nous  avons  vu,  toutefois,  qu'il  y  aurait  une  difficulté  si  les  termes 
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de  degré  le  plus  élevé  des  polynômes  X  pouvaient  s'annuler  à  la  fois; 
il  suffirait  alors,  comme  nous  l'avons  dit,  de  faire  un  changement  de 
variables.  Mais  il  est  plus  simple  d'opérer  de  la  façon  suivante  :  nous 
pouvons  toujours  trouver  un  polynôme  Z  de  degré  m,  tel  que  les 
termes  de  degré  m  des  11  -h  1  polynômes  X,,  X2,  . . .,  X„  et  Z  ne  puis- 
sent s'annuler  à  la  fois  sans  que  tous  les  x  s'annulent.  On  poserait 
alors 

Y  __      -   t~i 

et  l'on  démontrerait,  comme  précédemment,  que  les  Y  restent  holo- 
morphes  et  de  module  plus  petit  que  1,  toutes  les  fois  que  les  parties 
imaginaires  des  x  sont  inférieures  en  valeur  absolue  à  une  quantité 
donnée  p0. 

Les  séries  que  nous  venons  de  définir,  et  qui  sont  ordonnées  suivant 
les  puissances  de 


-H  I 


représenteront  toutes  une  trajectoire;  il  convient,  toutefois,  d'observer 
que  si  cette  trajectoire  va  passer  par  un  point  singulier,  elle  devra  être 
regardée  comme  coupée  en  ce  point  singulier  qu'on  considérera  comme 
un  point  d'arrêt.  En  effet,  le  point  mobile  ne  peut  (d'après  la  forme 
même  des  ('([nations)  atteindre  un  point  singulier  que  pour  des  valeurs 
infinies  de  s  et  de  t. 

Parmi  les  équations  auxquelles  on  pourrait  être  tenté  d'appliquer  la 
méthode  précédente,  on  peut  citer  les  équations  du  problème  des  trois 
corps,  auxquelles  elle  est  effectivement  applicable. 

Les  dé\el<>ppcmcnts  ordonnés  suivant  les  puissances  croissantes  de 


e*s  —  1 


seront  alors  valables  pour  toutes  les  valeurs  du  temps. 

Il  \  aurait  exception  seulement  si  les  données  initiales  étaient  telles 
que  deux:  des  trois  corps  vinssent  à  se  choquer  au  bout  d'un  temps  fini  ; 
il  arriverai!  alors  en  effet  que  s  deviendrait  infini  à  l'époque  du  choc. 
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Les  formules  ne  seraient  donc  valables  que  jusqu'à  l'époque  du  choc; 
mais  il  est  évident  que,  pour  des  époques  postérieures  au  choc,  le  pro- 
blème est  illusoire. 

Soit  maintenant  t  le  temps  [il  s'agit  ici  du  temps  véritable  et  non 
du  temps  auxiliaire  que  j'avais  introduit  un  peu  arbitrairement  dans 
les  équations  (i)].  Si  l'on  était  sûr  à  l'avance  que  la  distance  de  deux 
quelconques  des  trois  corps  restera  toujours  supérieure  à  une  limite 
donnée  (elle  peut  d'ailleurs  croître  indéfiniment),  on  pourrait  affirmer 
que  les  coordonnées  des  trois  corps  peuvent  être  développées  suivant 
les  puissances  de 


:+i 


en  séries  toujours  convergentes. 

Je  ne  crois  pas  toutefois  qu'on  puisse  tirer  grand  parti  des  applica- 
tions de  cette  méthode  à  la  Mécanique  céleste.  Je  n'ai  voulu,  je  le 
répète,  que  donner  un  exemple,  et  non  exposer  une  méthode  qu'il  con- 
vient d'appliquer  dans  tous  les  cas.  On  peut  choisir  la  variable  s  d'une 
infinité  de  manières;  le  choix  que  j'ai  fait  était  tout  à  fait  arbitraire, 
et  rien  n'empêche  de  multiplier  à  l'infini  les  méthodes  analogues  à 
celle  que  je  viens  d'exposer. 


CHAPITRE  XVIII. 

DISTRIBUTION    DES    POINTS    SINGULIERS. 

Ce  Chapitre  sera  tout  entier  une  application  d'un  théorème  de 
M.  Kronecker.  Ce  théorème  est  l'objet  de  deux  Mémoires  intitulés  : 
Ucber  Système  von  Functioncm  mehrer  Variabeln,  et  ont  été  in- 
sérés dans  les  Monatsberichte  de  l'Académie  de  Berlin  (mars  r8(><). 
août  18G9). 

Soit 

une  surface  quelconque  que  je  supposerai  fermée. 
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Soit  dw  un  clément  quelconque  de  cette  surface.  Soient 


S=  +  V/X2+Y2  +  Z2, 


A/F2        dF2        dF* 


df 


dz- 


»-=ï 


L'intégrale 


rfF  rfF  e?F 

ûLc  dy  dz 

dX  dX  dX 

A      ëte  dy  dz 

Y      dY  dY  dY 

dx  dy  dz 

7       dZ  dZ  dZ 

dx  dy  dz 


étendue  à  tous  les  éléments  de  la  surface  considérée  ou  d'une  nappe 
fermée  quelconque  de  cette  surface,  s'appellera  l'indice  de  cette  surface 
ou  de  cette  nappe. 
Soit,  par  exemple, 

X  =  x,        Y  =/,         Z  =  s, 

F  =  x2  +  /2+32  —  a\ 

Notre  surface  est  alors  une  sphère  qui  enveloppe  l'origine,  laquelle  est 
un  nœud. 
Il  vient 


o     ix     iy     -2z 
xi        oo 


2  a 


y       o         I         o 

s        o         o         I 


X"+  y'-h 


=  —  a. 


L'indice  est  alors  égal  à 
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Mais  f  dw  est  la  surface  de  notre  sphère,  F  =  o;  c'est-à-dire  [\~cr . 

indice  est  donc  égal  à  i . 

Si  X  =  x,  Y  =  y,  Z  =  —  z,  l'origine  est  un  col  et  L'indice  est  égal 


Si  X  =  x,  Y  = — y,  Z  =  —  z,  l'origine  est  encore  un  col,  mais  l'in- 
dice est  égal  à  -f- 1 . 

Si  X  =—  x,  Y  =  —  y,  Z  =  —  z,  l'origine  est  un  nœud  et  l'indice 
est  égal  à  —  i . 

Voici  maintenant  le  théorème  général  qu'on  peut  déduire  aisémenl 
de  celui  de  M.  Kronecker. 

Nous  distinguerons  deux  sortes  de  points  singuliers;  les  points  sin- 
guliers positifs,  pour  lesquels  le  déterminant 


(0 


dX  dX  dX 

dx  dy  dz 

dY  dY  dY 

dx  dy  dz 

d'L  dZ  dZ 

dx  dy  dz 


est  positif,  et  les  points  singuliers  négatifs  pour  lesquels  ce  détermi- 
nant est  négatif. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'il  y  a  des  nœuds,  des  foyers,  des  cols  cl  des 
cols-foyers  positifs,  et  d'autre  part  des  nœuds,  des  foyers,  des  cols  cl 
des  cols-foyers  négatifs. 

C'est  le  contraire  de  ce  qui  arriverait  dans  le  cas  des  équations  du 
premier  ordre 

<fy  _  y 

dt 


dx  y 

~dt   ~~A? 


Dans  ce  cas,  en  effet,  tous  les  nœuds  et  tous  les  foyers  sont  positifs 
et  tous  les  cols  sont  négatifs. 

D'après  le  théorème  de  M.  Kronecker,  l'indice  d'une  surface  fermée 
quelconque  est  égal  au  nombre  des  points  singuliers  positifs  situés  à 
l'intérieur  de  cette  surface,  diminué  du  nombre  des  points  singuliers 
négatifs. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  considérée  soit  une  sur/arc' 
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sans  contact,  c'est-à-dire  qu'on  n'ait  eu  aucun  point  réel  de  cette  sur- 
face 

d¥  v  dF^r  (IF   rj 

-7-X  +  -j-Y  -+■  -r-Z  =  o. 

dx  dy  dz 

Je  distinguerai  d'abord,  parmi  les  surfaces  sans  contact,  deux  es- 
pèces différentes  :  l'espèce  positive,  pour  laquelle 

dt         dx  dy  dz      ^     ' 

el  l'espèce  négative,  pour  laquelle 

d¥  _^F_y       dFy       —  7  ^ 
dt         dx  '  dy  dz 

Pour  distinguer  ces  espèces,  il  convient  de  choisir  F  de  telle  sorte 
que  F  soit  plus  grand  à  l'extérieur  delà  surface  fermée  qu'à  l'intérieur 
de  cette  même  surface. 

Gela  posé,  je  vais  montrer  que  l'indice  d'une  surface  sans  contact 
ne  dépend  que  de  son  espèce  et  de  son  genre  (au  point  de  vue  de 
VAnalysis  Situs,  Cf.  IIIe  Partie,  Chap.  XII). 

Je    vais  faire  voir  que  l'indice  d'une  surface  d'espèce   positive  ne 

change  pas  quand  on  remplace  X,  Y  et  Z  par  .  el  '.  >  el  que 
celui  d'une  surface  d'espèce  négative  ne  change  pas  quand  on  rem- 
place  A,  Y  et  L  par  —  -.--,  —   -- -, .    • 

Représentons,  en  effet,  la  vitesse  du  point  mobile  par  une  flèche 
dont  les  projections  sur  les  trois  axes  seront  X,  Y  et  Z.  Par  chacun 
des  points  de  notre  surface  passera  donc  une  flèche;  toutes  ces  flèches 
seront  dirigées  vers  l'extérieur,  si  la  surface  est  positive,  el  toutes  vers 
l'intérieur  si  la  surface  csl  négative. 

Nous  allons  maintenant  faire  varier  d'une  manière  continue  V 
Y,  Z  et  F,  de  façon  à  déformer  la  surface  el  à  faire  varier  les  flèches. 
L'indice  ne  changera  pas,  pourvu  qu'à  aucun  moment  de  La  déforma- 
tion la  vitesse  d'aucun  point  de  la  surface  ne  devienne  nulle. 

C'est  ce  qui  arrivera  si  la  surface  reste  constamment  sans  contact, 
et  si  elle  conserve  son  genre  et  son  espèce. 
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Ainsi  l'indice  d'une  surface  sans  contact  ne  dépend  que  du  genre 
et  de  l'espèce,   et  en  particulier  on  peut  remplacer  X,  Y  et  Z  par 

,    d¥    _^_  dF      ,    d¥  ,      .  .      . 

±  -y-,  ±  -r->  ±T:en  prenant  le  signe  -h  ou  le  signe  —,  suivant  que 

la  surface  est  positive  ou  négative. 

En  particulier,  considérons  une  sphère  sans  contact;  nous  avons  vu 
par  l'exemple  traité  plus  haut, 

X  =  x,         Y=y,         Z  =  z,         F  =  x2  -+- y2 -h  ~2  —  a2, 

qu'une  pareille  sphère  a  pour  indice  -+-  i  si  elle  est  positive;  elle  a 
d'ailleurs  pour  indice  —  i  si  elle  est  négative,  comme  on  le  voit  en 
faisant 


X  =  —  x,         Y=  —  y,         Z  = — 


y,         Zj  =  —  z,         v  =  x"-hy -±- z*  —  a\ 

Ainsi  une  surface  sans  contact  de  genre  o  a  pour  indice  ±  i ,  selon 
qu'elle  est  positive  ou  négative.  Dans  le  cas  des  équations  du  premier 
ordre 

dx        y  dy       v 

Jt  =K>       dï^1' 

un  cycle  sans  contact  avait  toujours  pour  indice  -+-  i,  qu'il  fût  positif 
ou  négatif. 

Il  résulte  de  là  les  conséquences  suivantes  : 

A  l'intérieur  d'une  surface  sans  contact  de  genre  o  et  positive,  le 
nombre  des  points  singuliers  positifs  est  supérieur  d'une  unité  à  celui 
des  points  singuliers  négatifs;  il  lui  est  inférieur  d'une  unité  si  la  sur- 
face est  négative. 

A  l'intérieur  d'une  surface  sans  contact  de  genre  o,  il  v  a  toujours  au 
inoins  un  point  singulier. 

Ce  sont  des  considérations  analogues  qui,  dans  le  cas  du  premier 
ordre,  nous  avaient  conduits  à  une  relation  entre  le  nombre  des  cols, 
des  foyers  et  des  nœuds.  Nous  n'avons  ici  rien  à  attendre  (!<■  semblable. 
C'était  en  effet  une  relation  entre  le  nombre  des  points  singuliers  po- 
sitifs (à  savoir  les  nœuds)  et  les  foyers  et  le  nombre  des  points  sin- 
guliers négatifs  (à  savoir  le  col).  Mais,  dans  le  cas  qui  nous  occupe 
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maintenant,  un  nœud,  un  col,  un  foyer  ou  un  col-foyer  peut  aussi  bien 
être  positif  que  négatif.  C'est  ce  qui  empêche  la  relation  dont  je  viens 
de  parler  de  se  généraliser. 

Soit  maintenant  une  surface  sans  contact  de  genre  o  et  positive;  et 
une  seconde  surface  sans  contact  de  genre  o  et  négative,  intérieure  à 
la  première.  Soit  F  l'espace  compris  entre  les  deux  surfaces.  La  diffé- 
rence des  indices  est  égale  à  2.  Donc  le  nombre  des  points  singuliers 
positifs  situés  dans  l'espace  E  est  supérieur  de  deux  unités  à  celui  des 
points  singuliers  négatifs.  (Il  lui  serait  inférieur  de  deux  unités  si  la 
surface  positive  était  intérieure  à  la  surface  négative.) 

Donc,  entre  deux  surfaces  sans  contact  de  genre  o  et  d'espèce  diffé- 
rente, il  y  a  toujours  au  moins  deux  points  singuliers. 

Cherchons  maintenant  l'indice  d'une  surface  sans  contact  de  genre  1 . 
Soit 

F  =  (x°-  +  j2  4-  z2  h-  a2)2  -  4a202  -H/2)  =  c* 

l'équation  générale  d'une  famille  de  surfaces,  c*  étant  un  paramètre 
arbitraire  (surfaces  engendrées  par  la  révolution  d'un  système  d'ovales 
de  Cassini). 

Les  surfaces  F  =  c*  sont  de  genre  o  si  c  >>  a,  et  de  genre  1  si  c  <<  a. 
Si  c  =  a,  la  surface  F  =  ah  admet  un  point  conique. 

Les  équations  différentielles  des  trajectoires  orthogonales  de  ces  sur- 
faces seront 

dx  __  r/F  dy  __  dV  dz  __  dF 

dt         dx'  dt   ~~  dy  dt         dz 

Pour  ces  trajectoires,  il  n'y  a  qu'un  point  singulier  qui  esl  l'origine, 
et  ce  point  singulier  est  positif,  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer. 

De  plus,  pour  ces  mêmes  trajectoires,  les  surfaces  F  =  c*  seront  des 
surfaces  sans  contact  positives. 

Soient  donc  deux  surfaces  F  =  £*,  F  =  d4,  (6*<a*<d4)  :  la  pre- 
mière sera  de  genre  1,  la  seconde  de  genre  o;  l'indice  de  la  seconde 
csi  1-  1  ;  soit  I  l'indice  de  la  seconde.  La  différence  des  indices  devra 
être  égale  au  nombre  des  points  singuliers  positifs  compris  entre  les 
deux  surfaces,  moins  le  nombre  des  points  singuliers  négatifs.  Or  il  \ 
a  entre  les  deux  surfaces  un  point  singulier  positif  et  pas  de  point  sin- 
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gulier  négatif.  On  a  donc 

i  —  1  =-h  i, 
d'où 

I  =  o. 

Ainsi  l'indice  d'une  surface  sans  contact  de  genre  i  et  positive  esl 
nul,  et  il  en  serait  de  même  de  l'indice  d'une  surface  sans  contact  de 
genre  i  et  négative. 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  on  verrait  que  l'indice  d'une 
surface  sans  contact  de  genre  p  est  —  (p  —  i)  si  elle  est  positive,  el 
-h  ( p  —  i)  si  elle  est  négative. 

La  conséquence  immédiate  de  ce  résultat  est  qu'à  l'intérieur  d'une 
surface  sans  contact  quelconque,  il  y  a  toujours  des  points  singuliers,  à 
moins  que  cette  surface  ne  soit  de  genre  r,  auquel  cas  on  ne  sait  rien. 

Soient  deux  surfaces  sans  contact,  l'une  extérieure  à  l'autre;  et  soil 
E  l'espace  compris  entre  ces  deux  surfaces. 

Si  ces  surfaces  sont  toutes  deux  positives  ou  toutes  deux  négatives, 
l'espace  E  contiendra  toujours  des  points  singuliers,  à  moins  que  les 
deux  surfaces  ne  soient  de  même  genre. 

Si  ces  deux  surfaces  sont  l'une  positive  et  l'autre  négative,  l'espace  E 
contiendra  toujours  des  points  singuliers,  à  moins  que  les  deux  sur- 
faces ne  soient  l'une  de  genre  o  et  l'autre  de  genre  2  ou  toutes  deux  de 
genre  1 . 

Il  est  aisé  d'étendre  les  résultats  qui  précèdent  au  cas  général  des 
équations 

Ci  OC  \  CIOL  -■>  CltX  ff  j 

Soit,  en  efT'-l, 

l'équation  d'une  multiplicité  (n  —  iy('ine  (Mannigfaltigkeii)  qui 
jouera  dans  l'espace  à  n  dimensions  le  même  rôle  qu'une  surface  dans 
l'espace  ordinaire. 

Soit  dw  un  élément  quelconque  de  cette  multiplicité.  Soient 


'!.!■. 
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Soit  A  un  déterminant  où  le  premier  élément  de  la  première  colonne 
est  o;  où  le  (i-h  i)iérae  élément  de  la  première  colonne  est  X,;  où  le 

r/F 

(  /-h  i),érae  élément  delà  première  ligne  est  -j—  ;  ou  enfin  le  k  -+-  iienje  élé- 

ment  de  la  («4-  i)i,rae colonne  est  -~- 

Soit  xx  l'intégrale 

fdw 

étendue  à  tous  les  éléments  de  la  multiplicité 


x. 


ce; 


4-  x„  =  i 


L'intégrale 


i   r  Ldw 


o,  sera  l'indice  de 


étendue  à  tous  les  éléments  de  la  multiplicité  F 
cette  multiplicité. 

La  distinction  des  points  singuliers  positifs  et  négatifs  se  fera  comme 
dans  le  cas  particulier  déjà  étudié,  et  l'on  verra  que  l'indice  d'une 
multiplicité  est  égal  au  nombre  des  points  singuliers  positifs  situés  à 
l'intérieur  de  cette  multiplicité,  diminué  du  nombre  des  points  sin- 
guliers négatifs. 

Mais  il  y  a  lieu  ici  de  faire  une  remarque  importante.  Pour  classer 
les  points  singuliers,  on  forme  l'équation  en  S, 


CIX  \  CldCn 

dx,  dx9 


dX, 

fl.r. 


dXr 

dx, 


dXt 
dxn 

dX2 


dx„ 


Supposons  que  cette  équation  de  degré  n  ait  jd  racines  réelles  posi- 
tives, q  racines  réelles  négatives;  ir  racines  imaginaires  à  partie  réelle 
positive;  is  racines  imaginaires  à  partie  réelle  négative.  On  a 


p-h  g  4-  27*4-25=  II. 
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Les  quatre  nombres  p,  q,  r,  s  caractériseront  le  point  singulier  el 
feront  connaître  la  forme  des  trajectoires  dans  le  voisinage  de  ce  point. 
Toutefois,  les  points  (p,  q,  7-,  s)  et  les  points  (q,p,  s,  /•)  devront  être 
regardés  comme  de  même  espèce,  c'est-à-dire  que  la  forme  des  tra- 
jectoires est  la  même  dans  les  deux  cas. 

Ainsi,  si  nous  faisons  n  =  3,  on  voit  que  pour  les  équations 


dx 

cly_ 

dz 

~dt   =  °°J 

dt 

=y, 

dt 

l'origine,  qui  est  un  point  singulier  caractérisé  par  les  quatre  nombres 
(3,  o,  o,  o),  est  un  nœud  de  même  que  pour  les  équations 

dx  __  dy  _  dz 

~dt=~x'     iû=~~yi     dt~~z> 

où  elle  est  caractérisée  par  les  quatre  nombres  (o,  3,  o,  o). 

Maintenant  un  point  singulier  est  positif  si  q  est  pair,  et  négatif  si 
q  est  impair. 

Il  est  aisé  de  voir  que  si  n  est  pair, 

p  =  q  (mod.  2  ), 

et  que  si  n  est  impair, 

p  =  q  -+-  i  (mod.  •.>). 

D'où  il  suit  que,  si  n  est  pair,  les  deux  points  singuliers  (p,  q,  /•,  s  I  el 
(q,  p,  /•,  s)  sont  tous  deux  positifs  ou  tous  deux  négatifs.  Si,  au  con- 
traire, n  est  impair,  ces  deux  points  singuliers  sont  de  signe  contraire. 

Il  résulte  de  là  que,  si  n  est  pair,  deux  points  singuliers  de  même 
espèce  sont  toujours  de  même  signe,  et  qu'il  n'en  est  plus  de  même  si 
n  est  impair. 

C'est  ainsi  que,  pour  n  =  2,  les  foyers  et  les  nœuds  sont  toujours 
positifs  et  les  cols  toujours  négatifs,  et  que,  pour  /*  =  3,  les  nœuds  (de 
même  que  les  foyers,  les  cols  et  les  cols-foyers)  peuvent  être  positifs  ou 
négatifs. 

On  définira,  comme  on  l'a  fait  plus  haut  pour  les  surfaces,  les  mul- 
tiplicités (n  —  i)iéme  sans  contact  qui  pourront  se  répartir  en  deux 
espèces,  l'espèce  positive  et  l'espèce  négative. 
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Une  multiplicité  (n  —  i)ième  sera  caractérisée  au  point  de  vue  de 
VAnalysis  Silus  par  ses  n  —  i  ordres  de  connexions  tels  qu'ils  sont  dé- 
finis par  Riemann  (Gesammelle  Werke;  Leipzig-,  Teubner,  1876, 
l>.  448),  et  par  Brioschi  (Annali  di  Matematica,  t.  Y). 

L'indice  d'une  multiplicité  sans  contact  ne  dépendra  que  de  ses 
ordres  de  connexion  et  de  son  espèce. 

Considérons  maintenant  deux  multiplicités  sans  contact,  ayant 
mêmes  ordres  de  connexion  et  étant  l'une  positive,  l'autre  négative; 
leurs  indices  seront  égaux  et  de  même  signe  si  n  est  pair,  égaux  et  de 
signe  contraire  si  n  est  impair. 

Une  multiplicité  sans  contact,  simplement  connexe  et  positive,  aura 
pour  indice  -4-  1.  Le  nombre  des  points  singuliers  positifs  situés  à  l'in- 
térieur surpassera  d'une  unité  le  nombre  des  points  singuliers  négatifs. 

Si  n  est  pair,  les  points  singuliers  de  même  espèce  seront  toujours 
de  même  signe,  et  nous  aurons  ainsi  une  relation  entre  le  nombre  dr* 
points  singuliers  des  différentes  espèces.  Nous  n'en  aurons  pas  si  n 
est  impair.  C'est  ainsi  que  nous  avons  obtenu  une  pareille  relation 
pour  n  =  2,  et  que  nous  n'en  avons  pas  obtenu  pour  n  =  3. 

Soient  M  et  M'  deux  multiplicités  sans  contact  ayant  mêmes  ordres 
de  connexion,  la  première  positive,  la  seconde  négative,  la  première 
extérieure  à  la  seconde.  Soit  E  l'espace  compris  entre  M  et  M'. 

Lorsque  n  sera  impair,  l'espace  E  contiendra  toujours  des  points 
singuliers  si  l'indice  de  M  n'est  pas  nul,  et  en  particulier  si  M  est  sim- 
plement connexe.  Nous  ne  pourrons,  au  contraire,  rien  affirmer  si  n 
est  pair. 

CHAPITRE  XIX. 

ÉTUDE  DES  COURDES  FERMEES. 

Parmi  les  trajectoires  d'un  point  mobile,  définies  par  les  équations 
dx  dy         dz  , 

X  ==  T  =  Y  =      • 

il  peut  y  enavoirqui  soient  des  courbes  fermées.  Nous  allons  voir  qu'on 
peut  faire,  au  sujel  des  trajectoires  qui  s'approchenl  assez  près  d'une 
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trajectoire  fermée,  une  théorie  tout  à  fait  analogue  à  celle  que  nous 
avons  faite  au  Chapitre  XVI  pour  les  trajectoires  qui  s'approchent 
assez  près  d'un  point  singulier;  de  sorte  que  ces  courhes  fermées 
jouent  dans  une  certaine  mesure  le  même  rôle  que  les  points  sin- 
guliers. 

Il  faudrait  d'abord  savoir  reconnaître  s'il  existe  des  trajectoires 
fermées  ;  mais  je  ne  puis,  pour  le  moment,  donner  à  ce  sujet  beaucoup 
de  développements.  Je  me  bornerai,  en  me  réservant  de  revenir  plus 
tard  sur  ce  point,  à  donner  ici  un  exemple  simple. 

Soit  un  tore  sans  contact  à  l'intérieur  duquel  il  n'y  ait  aucun  poinl 
singulier. 

Coupons-le  par  des  plans  méridiens,  et  supposons  que  ces  plans 
n'aient  non  plus  aucun  contact  avec  les  trajectoires  à  l'intérieur  du 
tore. 

Prenons  un  système  particulier  de  coordonnées.  Supposons  d'abord 
qu'on  ait  choisi  pour  axe  des  z  l'axe  du  tore,  et  pour  plan  des  .r,  y 
son  plan  de  symétrie,  de  telle  sorte  que  son  équation  s'écrive 

Posons  ensuite 

z  =  y],  x  =  (£  -+-  R)  cosco,         y  =  (H  -h  11)  sinoj, 

de  telle  sorte  que  l'équation  du  tore  devienne 

Les  plans  méridiens  w  =  const.  étant  sans  contact,  -j-  sera  constam- 
ment de  même  signe,  constamment  positif,  par  exemple.  Quant  au 
tore,  je  supposerai,  pour  fixer  les  idées,  que  c'est  une  surface  sans 
contact  négative,  de  telle  sorte  que  le  point  mobile,  une  fois  entré  à 
l'intérieur  du  tore,  ne  puisse  plus  en  sortir.  Par  le  point  M0  intérieur 
au  tore  et  ayant  pour  coordonnées 

\  =  Su)  "1  =  ri0<  w  =Oj 

je  fais  passer  une  trajectoire;  au  bout  d'un  certain  temps  t,  !<•  poinl 
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mobile  parti  de  sa  position  initial1  M0  se  trouvera  on  un  point  M,  inté- 
rieur au  tore,  cl  dont  les  coordonnées  seront 


Pos< 


50ns 


10  =  ^1,  W  =  2-. 


II  =  ■/■,,  —  r|0; 


r.  et  II  seront  dos  fonctions  holomorphes  de  E0  el  de  ri0.  Si  Ton  a 

1  =  H  =  o, 

la  trajectoire  qui  passe  par  le  point  M0  sera  fermée. 

Dans  le  plan  méridien  co  =  o,  appelons  indice  d'une  courbe  quel- 
conque, 

F(£o}*)o)  =  °> 
l'intégrale  suivante 

.      /'IW/.v 


i      i    l\  fis 
2izj        S2 


étendue  à  tous  les  cléments  ds  de  cette  courbe.  Dans  cette  expression 
on  pose,  comme  dans  l'intégrale  de  M.  Kronecker, 


/i=r= TJ7,  v  /rfF'        <-/F- 


el 


lt  = 


<Yç0      <:/r,0 

-        

M    ./Il    tfH 


Considérons,  en  particulier,  la  courbe 


yi:  =  /" 


c'est-à-dire  le  cercle   méridien   du   tore.  Si  Ton   observe  que   Ton  a 
constamment,  le  long  de  cette  comité, 


£0S  +  Y]0H<o, 
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et,  par  conséquent, 

-  <7F        TT  d¥      . 
-^  +  II^T<°' 

on   verra   sans  peine  que  l'indice  de   notre  cercle  méridien  est  égal 
à  4-  i . 

Donc  il  y  a  à  l'intérieur  de  ce  cercle  au  moins  un  point  E0,  rl0  pour 
lequel  -  et  H  s'annulent;  donc  il  y  a  à  l'intérieur  du  tore  une  trajec- 
toire fermée.  c.   q.    f.   i>. 

Je  rappellerai  en  outre  que,  dans  une  Note  insérée  au  Tome  1  du  Bul- 
letin astronomique,  et  intitulée  Sur  certaines  solutions  particulières 
du  problème  des  trois  corps,  j'ai  montré  que  les  équations  de  la  Mé- 
canique céleste  admettent  certaines  intégrales  particulières  qui  peu- 
vent, à  un  certain  point  de  vue,  être  regardées  comme  représentant 
des  trajectoires  fermées. 

Supposons  donc  que,  d'une  façon  ou  d'une  autre,  on  ait  démontré 
l'existence  d'une  trajectoire  fermée.  Appelons  s  Tare  de  celle  trajec- 
toire, compté  à  partir  d'une  certaine  origine,  et  /  la  longueur  totale 
de  la  courbe.  Nous  ferons  usage  d'un  système  particulier  de  coor- 
données. 

Soient  O  l'origine  des  arcs,  M  un  point  quelconque  de  la  trajec- 
toire fermée.  Soit  s  l'arc  OM.  Au  point  M,  je  mène  un  plan  normal  à 
la  trajectoire,  dans  ce  plan,  et  par  le  point  M  deux  axes  rectangu- 
laires. Soient  x  cl  y  les  coordonnées  d'un  point  de  ce  plan  normal, 
par  rapport  à  ces  deux  axes. 

Un  point  quelconque  de  l'espace  sera  alors  déterminé  par  ces  trois 
coordonnées  x,  y  et  .s-.  Ce  système  de  coordonnées  convient  pour  re- 
présenter un  point  très  voisin  de  la  trajectoire  fermée. 

Soit  P0  un  point  du  plan  normal  s  =  o  de  coordonnées  x0,  y0  et  o. 
Si  x0  etj'0  sont  suffisamment  petits,  la  trajectoire  qui  passe  par  le 
point  P0  ira  couper  successivement  tous  les  plans  normaux,  de  telle 
façon  que  s  ira  constamment  en  croissant.  Elle  finira  par  couper  en  un 
point  P,  de  coordonnées  a?,,  )',  et  /  le  plan  normal  .v  =  /,  qui  n'esl 
d'ailleurs  autre  chose  que  le  plan  .9  =  0  lui-même.  Si  x0  et  ylt  sonl 
assez  petits,  ./:,  et  y,  sont  des  fonctions  liolomorphes  de  ./•„  ety0  s'an- 
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nulant  avec  ces  variables.  Soient 

yt  =  y#o+  fyo-*-  R'> 

Il  el  U  désignanl  un  ensemble  de  termes  de  degré  supérieur  au  pre- 
mier en  x0  etj'0. 

l'osons 

U 
s  =  — > 

1  T. 

les  équations  différentielles  pourront  s'écrire 

dx  y  dy  y 

dî  ~  A'  77F 

Les  fonctions  X  et  Y  seront  des  séries  développées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  et  y,  et  convergentes  si  x  ely  sont  assez  petits. 
Les  coefficients  de  ces  séries  seront  eux-mêmes  des  séries  trigonomé- 
triques  ordonnées  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  de  /. 
Enfin  \  et  Y  s'annuleront  avec  x  et  y.  Soient 

hx  -+-  ky,     li  x  -+-  k'y 

les  ternies  du  premier  degré  de  X  et  de  Y.  Les  coefficients  h.  A,  h 
el  /.'seront,  comme  nous  l'avons  dit,  des  séries  trigonométriques.  Con- 
sidérons les  équations 

dx         .  j  dy         i  , , 

—  =  hx  +  ky,         tl  =kx+ky. 

Leurs  intégrales  seront  de-la  forme  suivante  : 

x  =  A,eV  cp,(/)  +  AacV<p2(*)} 


Dans  ces  expressions  A,  et  Aa  sont  des  constantes  d'intégration, 
oM  ça)  '^,  ei  ']/.,  se ron i  des  séries  trigonométriques.  Quant  à  a,  el  Xa, 
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ce  sont  des  constantes  qui  nous  sont  données  par  l'équation 


s»         « 
o  —  e- 


=  o 


ou 


(2)  S*-  (a  4-  S)  S  +  (aS  —  ffy)  =  o,         S  =  e2Xir. 

Etudions  maintenant  les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Premier  cas.  —  Il  peut  arriver  que  les  deux  racines  de  l'équation 
en  S  soient  imaginaires  conjuguées,  et  que  leur  module  ne  soit  pas  égal 
à  1 . 

On  trouve  alors 

X,  =  X+iX/J         Xa=X— iX',         A,  =  Ae'9,  A2  =  A<r<0, 

<p,  =  o  H-  JÇ',  Oo  =  o  —  ï<p',  <{/,  =  4  ■+-  r|',  (J>2  =  ']/  —  ri/. 

X,  à',  A,  A',  cp,  cp',  <|»  et  '\>'  étant  réels.  De  plus,  X  n'est  pas  nul.  Nous 
supposerons,  pour  fixer  les  idées, 

X>o. 

Les  équations  (1)  deviennent 


(1  bis) 
Posons 


/  x  =  Aex'[cos(X7-hG)  <p(*)  —  sin(X'*  4-  0)  <p'(01> 
!    r  =  Ac)f[cos(X7-h  0)^(0  -  sin(X7-h  0) ']/(/)]. 

17/  v.   v   a  _  (■r^/  —  ,>Y)2+(^  —  .v?)8 


(cptj;'—  ij;cp')s 

Les  surfaces 

seront  (si  .x",  j',  et  par  conséquent  C,  sont  assez  petits)  des  surfaces 
de  genre  1  à  l'intérieur  desquelles  la  trajectoire  fermée  se  trouvera 
contenue. 
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Si  dans  F  on  remplace  x  et  y  par  leurs  valeurs  (i  bis),  il  vient 

F  =  A2e2Xr, 


d'où 


-v-  =  2ÂA-ry'>  o. 
dt  ^ 


Mais  si  Ton  observe  que  les  équations  (i  bis)  sont  les  intégrales  des 
équations  différentielles 

-£  =  hx  4-  ky,  -^  —  /('x  -h  A' y, 


on  verra  que  Ton  a 

^_  —  îL 

dt  ~~  dt     *~  dx^'v  "-J  )    '    ^y 


<)F        e?F        rfF  /  7  ,     x        d¥  ,j ,  /  /     \ 

=  a*  +  55  (/4*  -1-  A>')  ■+■  ttv  (h  x  +  *  y)- 


On  a  donc 


rfF         r/F  / ,  ,      N         r/F  •  » .  , ,     N  . 


Mais,  si  x  et  y  sont  assez  petits,  //.r  -h  Ay  cl  /V.r  -+-  k'y  différeronl 
assez  peu  de  X  et  Y,  de  sorte  qu'on  aura 

dF        v  d¥        vdF  . 
dt  dx  dy 

Ainsi  donc  les  surfaces  F=C  sont  des  surfaces  sans  contact,  si  (] 
est  assez  petit. 

Si  X)>  o,  ces  surfaces  sont  positives,  et  le  point  mobile  va  constam- 
ment en  s'éloignant  de  la  trajectoire  fermée. 

Si,  au  contraire,  A<  o,  nos  surfaces  sont  négatives,  et  le  point  mo- 
bile se  rapproche  asymptotiquement  de  la  trajectoire  fermée. 

Second  cas.  —  Il  peut  arriver  ensuite  que  l'équation  eu  S  ail  ses 
deux  racines  réelles  positives,  et  toutes  deux  plus  grandes  que  i .  Alors 
A,  et  A2  sont  réels  et  positifs. 

l'osons 

g  _  -l'tyi  —  .y?*  t  _  -y^i  — .V?i  ^ 

F  =?'+»». 
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On  verrait,  comme  précédemment,  que,  si  C  est  assez  petit,  les  sur- 
faces F  =  C  sont  des  surfaces  de  genre  i  contenant  la  trajectoire 
fermée,  et  que  de  plus  on  a 

d¥       v  d¥        v  d¥  . 

-?-+X-r  +  Y-r>  o, 

dt  dx  dy  ^      ' 

ce  qui  montre  que  les  surfaces  F  =  C  sont  sans  contact  et  positives. 

Cela  prouve  que  le  point  mobile,  infiniment  voisin  de  la  trajectoire 
fermée  pour  t  =  —  ce,  va  constamment  en  s'en  éloignant. 

Si,  au  contraire,  les  deux  racines  de  L'équation  en  S  étaient  réelles, 
positives  et  toutes  deux  plus  petites  que  i,  la  même  analyse  montre- 
rait que  les  surfaces  F  =  C  sont  sans  contact  et  négatives.  Par  consé- 
quent, le  point  mobile  se  rapprocherait  asymptotiquemenl  de  la  tra- 
jectoire fermée. 

Troisième  cas.  —  Les  deux  racines  de  l'équation  en  S  sont  toutes 
deux  réelles  positives,  mais  Tune  plus  grande  et  l'autre  pins  petite 
que  i.  Alors  les  deux  X  sont  réels  et  de  signe  contraire. 

Je  dis  que  dans  ce  cas  on  peut,  dans  le  plan  normal  s  =  o,  faire 
passer  deux  courbes  K  et  K.'  qui  rencontrent  la  trajectoire  fermée 
aux  points  x  =  o,  y  =  o,  s  =  o  et  qui,  de  plus,  jouissent  des  deux 
propriétés  suivantes  : 

i°  On  peut  mettre  leur  équation  sous  la  forme 


x 


?<»>      y  =  'Ku)i 


m  et  '\>  étant  des  fonctions  holomorphes  d'une  même  variable  //,  s'an- 
nulant  avec  cette  variable. 

20  Si  le  point  x0,y0  est  sur  l'une  des  courbes  K.  ou  K',  il  en  scia  de 
même  du  point  xn  y{ . 

En  effet,  nous  pouvons  toujours,  par  un  changement  Linéaire  de  va- 
riables, amener  Les  relations  qui  lient  xnyt  à  x0,  y0  à  la  forme  sui- 
\  ante  : 

j  7«  =  S, y0 +$<(#<>, /o), 

I  ■'•,  =  Saa?0+  $2(#0j  y»  i- 
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{\\  et  $2  étant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes 

de  x0  et  y0,  et  commençant  par  des  termes  du  second  degré. 
Soit 

y  =  a,./;2  -h  as#3-h.  .  .-h  y.ir/"  -h  . . .—  ty(x) 

l'équation  de  la  courbe  K.  Nous  devrons  avoir  identiquement 

S,  ■l(.r(t)  +  $,[x0i  ^(a?„)]  =  <|;  jS2070H-f2[a?0,  ^(o?,)]  I- 

Kn  identifiant  les  deux  membres  de  cette  égalité,  on  trouve  une 
série  de  relations  qui  donneront  successivement 

a2,     a3,      ...,     afl 

Nous  supposerons  S,>i>>S.>.  Nous  pourrons  toujours  trouver 
deux  quantités  positives  M  et  (3  telles  que  Ton  ait,  en  employant  la  no- 
tation «lu  Chapitre  XI, 

_ ,i,(.,.o, Yt) <^Ëp±Mi,    <i.l(xo0-0) <M"y'+-y'^. 

iv    05/0,   \  j  _p^o  +  ^o)  -\    0' y  o/  \  ,  _^r<)H_  Vi , 

(  lela  posé,  considérons,  à  côté  des  équations  (3),  les  équations  auxi- 
liaires 

i    %,  _c    A.        Mp'(x0  +  ro)2 

,  ,.,  ),_    -jo       i-P(^o-hvo)' 

(  \  bis)  { 

_  o         _  M?8(go  +  .ro)« 

(   ''"     2i,,+  i-p(.r„+T„)" 

Si  nous  raisonnons  sur  ces  équations  (3  bis)  comme  nous  l'avons  t'ait 
sur  les  équations  (3),  nous  verrons  qu'il  existe  une  série 

y  =  y.'2.f-  -+-  a'3a?s  +  . . . -+-  9.'axn  -}-...==  <]/(•''  ) 

(|iii  satisfait  à  la  condition 

c    ,.,,       v  _  Mp°-[Jo+f(x0)P  _   ,    j  „  Mp»[Jo+f(x,)J* 

^f  (  •;  -  !-?[*.+ ♦*(*,)]  -t  j^-7»4-  i-p[*.+y(*.)] 

(  )n  a,  (Tailleurs, 
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Or  la  série  '\>'(x)  est  convergente;  car  on  l'obtient  en  résolvant  l'é- 
quation 

, ,  Mp2     ,  ,,xa         M83     ,  .,  .  MB^    ,  . 

ï  =  s^sj  \x  +  y  )  +  g^rg;  (g  +  r  )  +•  •  •-*•  sa-l s^+'l  )+•••• 

La  série  ^  est  donc  également  convergente.  c.   q.   f.   d. 

On  démontrerait  de  même  l'existence  de  la  courbe  K/,  qui  aurait 
pour  équation 

*  =  P272  -+-  p3y3  + . . .  +  p„7*  -+-.... 

L'existence  des  courbes  K  et  K'  étant  établie,  on  reconnaîtrait  sans 
peine  que  les  trajectoires  se  répartissent  en  trois  : 

i°  Celles  qui  rencontrent  la  courbe  K;  les  points  qui  décrivent  ces 
trajectoires,  infiniment  voisins  de  la  trajectoire  fermée  pour  /  =  —  <x>, 
vont  constamment  en  s'en  éloignant; 

2°  Celles  qui  rencontrent  la  courbe  K',  et  qui  vont  en  se  rappro- 
chant asymptotiquement  de  la  trajectoire  fermée; 

3°  Enfin  les  autres  trajectoires  restent  à  une  distance  finie  de  la  tra- 
jectoire fermée. 

Il  resterait  à  examiner  le  cas  où  une  ou  deux  des  racines  de  l'équation 
en  S  seraient  négatives;  mais  il  ne  peut  pas  arriver  qu'une  seule  des 
racines  soit  négative,  et  si  elles  le  sont  toutes  deux,  on  retombe  sur 
les  formules  du  premier  cas  en  y  faisant 

À'=i. 

Il  est  impossible  de  n'être  pas  frappé  de  l'analogie  que  présente 
l'analyse  qui  précède  avec  la  théorie  des  points  singuliers.  Le  premier 
cas  (les  deux  X  imaginaires)  correspond  au  cas  des  foyers;  le  second 
cas  (les  deux  \  réels  et  de  même  signe)  correspond  au  cas  des  nœuds, 
et  le  troisième  (les  deux  \  réels  et  de  signe  contraire)  correspond  au 
cas  des  cols.  Il  nous  restera  à  examiner  un  cas  exceptionnel,  celui  où 
les  deux  S  sont  imaginaires  conjugués,  et  ont  pour  module  i.  Ce  cas 
correspond  à  celui  que  nous  avons  étudié  en  détail  au  Chapitre  XI. 
Nous  allons  voir  l'analogie  se  poursuivre  pendant  un  certain  temps, 
et  nous  trouverons  des  résultats  tout  à  fait  semblables  à  ceux  de  ce 

Journ.  de  Math.  (4e  série \  Tome  II.  —  Fasc.  Il,   1886.  liG 
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Chapitre.  Mais,  en  approfondissant  notre  analyse,  nous  verrons  surgir 
des  différences  essentielles,  et  nous  rencontrerons  des  difficultés  tout  à 
fait  nouvelles. 

Mettons  les  équations  différentielles  sous  la  forme 

dx 


dt 


=  XIH-X2  + 


X, 


=  x, 


X,-  et  Y ' i  seront  des  polynômes  homogènes  de  degré  i  en  x  et  en  y, 
dont  les  coefficients  seront  des  séries  trigonométriques  ordonnées  sui- 
vant les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  /. 
Posons  maintenant 

F=F2-t-F5-h...-f-F/-h...-+-F„, 

F  sera  un  polynôme  entier  en  x  et  en  y,  dont  les  coefficients  seront 
«1rs  séries  trigonométriques  de  t\  et  F,  représentera  l'ensemble  des 
termes  de  degré  i  en  x  et  en  y. 

Le  polynôme  F  ne  contient  donc  ni  terme  de  degré  o,  ni  terme 
do  degré  i. 

Nous  allons  chercher  à  déterminer  F2,  F3,  ...,  F^,  de  telle  façon 
que,  dans  l'expression 

dx  dy  dt 

tous  les  termes  de  degré  inférieur  à  p  en  x  et  y  soient  nuls. 
Si  nous  posons 


(J) ,  =  *El  Y 

x,w        dx     w 


~dv 


YK, 


il  viendra 


dK, 
~dT 

dF3 

dt 


f<K,  =  o, 

■+-$3t=       -$22, 


(4) 


<     dF, 


flil±  _■_  <I>     —  _  (T)     _  ({) 


dV 
\      dt 


i'  1    i    (I) 

h  '  />    M 


«I» 


A>-2, 


<l> 


P—  3,3 


<I> 


2,p-  2' 
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La  première  de  ces  équations  nous  donnera  F2,  la  seconde  F3,  ..., 
etlaj9  —  iièmenous  donnera  Fp_n  pourvu  toutefois  qu'il  soit  possible 
d'y  satisfaire. 

D'après  les  hypothèses  que  nous  avons  faites  au  sujet  des  racines  de 
l'équation  en  S,  il  est  toujours  possible  de  satisfaire  à  la  première 
des  équations  (4).  En  effet,  les  intégrales  des  équations  linéaires 

/t\  dx       v  dy       v 

(J)  7it:=x"       dï=Y< 

pourront,  comme  dans  le  premier  cas,  se  mettre  sous  la  forme  (i  bis), 
avec  cette  différence  que  X  sera  nul;  on  aura  donc,  pour  les  intégrales 
de  ces  équations  (5), 

x  =  A[cos(à7  +  0)  o(7)  —  sin(A7  h-  0)o\7)J, 
y  =  A[cos (k't  -h  ô)<|>(0  —  sin(A7  +  0)'j/(Y)|. 

Si  nous  posons 

y  __  œ<y  —  yy'  xty—  yy 

S  —  ~zr, — \rzT  '         Tt  — 


w  —  w 


'i  ^\J  _  iL, 


et  que  nous  prenions  \  et  r\  pour  nouvelles  variables  à  la  place  de  x  el 
de  y  (ce  qui  est  un  changement  de  variables  linéaires  en  ce  qui  con- 
cerne x  et  y,  mais  non  linéaire  en  ce  qui  concerne  t),  les  équations  (5) 
deviendront 

dt  "  dt 

Nous  pourrons  toujours  supposer  que  ce  changement  de  variables 
ait  été  fait,  et  par  conséquent  que 

X,  =  X'y,  Y,  =  —  Vx. 

Nous  prendrons  donc 

F2=  x2-hy2. 

Les  autres  équations  (i)  s'écriront  alors 
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où  Fy  est  un  polynôme  homogène  de  degré  q  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner, et  où  l\q  est  un  polynôme  de  même  degré  que  l'on  peut  re- 
garder comme  donné,  car  il  ne  dépend  que  de  F2,  F3,  ...,  Fg_n  que 
l'on  a  dû  calculer  avant  F^.  Les  coefficients  de  llg,  comme  ceux  de  Fv, 
sont  d'ailleurs  des  séries  trigonométriques  en  t. 
Si  l'on  pose 

x=pcosu>j         y=osino>, 
il  viendra 

Fq=  ?<?(«>,  t),        H,=  p^(û>,;), 

©(w,  l)  et  '-|>(w,  t)  étant  des  séries  trigonométriques  dépendant  iU>* 
deux  arguments  w  et  t. 

L'équation  (G)  devient  alors 

„   ,  •  d<o        -v  ,  do  i  /         .  x 

(«*")  tt  ~va£  =  +(-.*)• 

On  peut  toujours  trouver  une  série  trigonométrique  cp  en  w  et  en  / 
satisfaisant  à  cette  équation,  pourvu  que  la  série  trigonométrique 
'^(w,  l)  ne  contienne  pas  de  ternie  C„  indépendanl  «le  w  et  de  /  (et 
que,  d'ailleurs,  \'  soit  incommensurable,  ce  que  nous  supposerons  ). 

Si  C0  n'est  pas  nul,  il  est  impossible  de  satisfaire  à  l'équation  ((h: 
mais  on  peut  choisir  F,  de  telle  façon  que  l'on  ait  toujours 

dPq       v/     >IVr,  dFq\       „ 

si  C0  est  positif  (l'inégalité  changeant  de  sens,  si  C0  est  négatif  i. 
Nous  prendrons  pour  cela 

Si  nous  envisageons  alors  le  polynôme  de  degré  7. 
l'expression 
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sera  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  et  de  y,  et  dont  les 
coefficients  seront  des  séries  trigonométriques  de  t.  Les  termes  du 
degré  le  moins  élevé  de  (P  se  réduiront  d'ailleurs  à 

-C0(^+72)'. 

Si  donc  on  envisage  les  surfaces  F  =  K,  où  K  est  une  constante,  ce 
seront,  si  K  est  assez  petit,  des  surfaces  de  genre  i  enveloppant  la  tra- 
jectoire fermée,  et  qui  seront  sans  contact  et  positives  si  C0  est  négatif, 
sans  contact  et  négatives  si  C0  est  positif. 

Ainsi,  si  tous  les  G0  ne  sont  pas  nuls,  on  retombe  sur  le  premier 
cas  et  il  y  a  instabilité. 

Le  cas  où  tous  les  C0  sont  nuls  semble  d'abord  très  exceptionnel, 
puisque,  pour  le  rencontrer,  il  faut  remplir  une  infinité  de  conditions  ;  il 
n'en  est  pas  moins  très  important,  non  seulement  à  cause  des  difficultés 
spéciales  qu'il  présente,  mais  encore  parce  que  c'est  celui  sur  lequel  on 
tombe  en  étudiant  les  équations  générales  de  la  Dynamique. 

Nous  avons  à  résoudre  d'abord  le  problème  suivant  :  comment 
pourra-t-on  reconnaître  a  priori,  que  tous  les  C0  s'annulent  à  la  fois, 
car  on  ne  saurait  se  contenter  de  le  vérifier,  puisqu'il  faudrait  une 
infinité  de  vérifications.  Voici,  à  cet  égard,  une  règle  simple. 

S'il  existe  une  fonction  M  qui  soit  holomorphe  en  x,  y  et  /,  et  de 
plus  réelle,  positive  et  bien  déterminée  en  tous  les  points  de  la  trajec- 
toire fermée;  si,  de  plus,  on  a 

,    '  rf(MX)  _    cf(MY)    u  (M  __ 

W  ~~dho         '         dy         h  ~dT  ~  °' 

on  est  certain  d'avance  que  tous  les  C0  seront  nuls. 

Je  vais  démontrer  en  effet  que,  s'il  en  est  ainsi,  il  ne  peut  y  avoir  de 
surface 

F=  K 

de  genre  i,  enveloppant  la  trajectoire  fermée,  el  de  plus  sans  contact. 

(  Considérons  en  effet  un  instant  ./•,  r  et  /  comme  représentait  1rs 

trois  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  dans  l'espace.  Les  points 
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qui  satisferont  aux  conditions 

F<K,         o</<2- 

rempliront  un  certain  volume  V,  limité  d'une  part  par  une  sorte  de 
surface  cylindrique  F— K,  et  d'autre  part  par  deux  plans  /  =  o, 
t  =  2u.  Soit  dto  un  élément  quelconque  de  la  surface  F  =  K. 

Soit 

y  __      /dF*        dF*        d¥^ 
y   dx*         dy'1         dt- 

\ ,c  théorème  de  Grecn  nous  donnera 


-ffA^+'-Çp+Z]***- 


Dans  le  premier  membre,  la  première  intégrale  esl  étendue  à  tous 
les  éléments  de  la  surface  F  =  K,  la  deuxième  à  tous  les  éléments  du 
plan  /  =  o,  la  troisième  à  tous  les  éléments  du  plan  t  =  2Tc;  enfin  l'in- 
tégrale du  second  membre  est  étendue  à  tous  les  éléments  du  vo- 
lume V. 

I, 'intégrale  du  second  membre  est  nulle  en  vertu  de  La  relation  (7); 
les  deuxième  et  troisième  intégrales  du  premier  membre  se  dé l misent, 
puisque  la  fonction  M  reprend  la  même  valeur  quand  /  augmenté  de 


•2TZ. 


La  première  intégrale  devrait  donc  être  nulle.  Mais  cela  esl  impos- 

.,  .  .  M  •  -.•£.  dFv        dF  v        dF       ,  , 

sible,  puisque  y  est  toujours  positif,  et  que  j-a+  -r-  1  -+-  -^  *'si  tou- 
jours de  même  signe. 

Donc  il  ne  peut  pas  y  avoir  de  surface  sans  contact  F  =  K. 

Donc  tous  les  G0  sont  nuls.  c.   q.   F.   D. 

Envisageons,  en  particulier,  l'équation 

dix  , 

où  les  o  sont  des  séries  trigonométriques  ordonnées  suivant  les  sinus  el 
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cosinus  des  multiples  de  t  (nous  ne  supposons,  pour  le  moment,  qu'un 
seul  argument),  et  qui  a  été  étudiée  par  MM.  Gyldén,  Lindstedt  el 
Callandreau.  Nous  pouvons  écrire  cette  équation  sous  la  forme 

doc  ~\r  et  y  0  .-  T 

s,  =y  =  x>      tt  =  **x  +  ?*x  +■  ••=  Y> 

qui  est  précisément  la  forme  que  nous  étudions.  On  voit  aisément  que 

dX  ^_  d\  _ 
dx        dy  ' 

et  par  conséquent  que  tous  les  C0  sont  nuls. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  cherche  à  intégrer  l'équation 

^  d¥       ydF        d?  __ 

dx  dy         dt 

par  approximations  successives,  en  négligeant  d'abord  les  puissances 
troisièmes  de  x  et  dey,  puis  les  puissances  quatrièmes,  et  ainsi  de 
suite,  il  ne  s'introduira  jamais  de  terme  séculaire.  C'est  là  l'explication 
du  succès  de  la  méthode  de  M.  Lindstedt;  nous  sommes  maintenant  en 
mesure  de  démontrer  que  cette  méthode  doit  toujours  réussit'  : 
M.  Lindstedt  n'avait  pu  établir  cette  proposition  qu'en  s'imposaut  de- 
restrictions  inutiles  dont  nous  pouvons  désormais  nous  affranchir. 
Si  tous  les  C0  sont  nuls,  il  existe  une  série 

F=F2+F3  +  ..., 

ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  dey  et  suivant  les 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  t,  et  satisfaisant  formellement  à  l'é- 
quation 

x  dF        yd¥        rfF 

dx  dy  dt 

Si  donc  cette  série  est  convergente,  il  existera  une  série  de  surfaces 
F  =  K.  qui  seront  des  surfaces  fermées  de  genre  i,  et  sur  lesquelles 
seront  tracées  les  trajectoires. 

Jusqu'ici,  l'analogie  avait  été  parfaite  avec  l'analyse  du  Chapitre  XI, 
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mais  elle  va  maintenant  cesser.  Dans  le  Chapitre  XI,  la  série  F  était 
toujours  convergente;  il  n'en  sera  plus  de  même  ici;  cela  tient  à  ce  que 
l'intégrale  de  l'équation 


(6  bis)  %  —  V%  ■-  =  <|>  =  2A  cos(m/  -4-  nt*  ■+-  6; 

A  sin(mt  -+-  nui  -+-  0) 


dt  d< 

s'écrit 


1 


m  —  nV 


et  que  le  diviseur  m  —  nk'  peut  être  très  petit. 

11  en  résulte  qu'il  n'arrivera  pas  toujours  que  les  trajectoires  soient 
tracées  sur  une  série  de  surfaces  F  =  K.  Pour  mieux  nous  en  rendre 
compte,  nous  allons  prendre  un  exemple  particulier. 

Nous  allons  faire  usage  d'un  système  particulier  de  coordonnées. 
Posons,  en  effet, 

x  =  rcosco,         y=/'sinw. 

Posons  ensuite 

,       (r  —  i)2-hs                                               z                                  z 
3  =  log- >  <p  =  arc  tang arc  tang 


A  chaque  système  de  valeurs  de  p,  w  et  y  correspondra  un  point  M 
de  l'espace,  et  un  seul;  ce  point  restera  le  même  quand  w  ou  o  croîtra 
de  2u. 

Les  surfaces  p  =  const.  sont  des  tores  qui  s'enveloppent  mutuelle- 
ment. 

La  surface  p  =  —  oo  se  réduit  au  cercle  r  =  i,  z  =  o;  et  si  p  =  —  oc, 
la  position  du  point  M  est  indépendante  de  <p. 

La  surface  p  =-h  oo  se  réduit  à  l'axe  des  z,  et  si  p  =-h  oc,  la  posi- 
tion du  point  M  est  indépendante  de  w. 

Les  surfaces  co  =  const.  sont  des  plans  passant  par  Taxe  des  z.  Les 
surfaces  <p  —  const.  sont  des  sphères  ayant  leurs  centres  sur  l'axe 
des  z. 

Cela  posé,  envisageons  les  équations  différentielles 

Tt     =  "'  ~dl   =  P'  Tl  =  2A""1  C0S(mi»  +  "?  +  ^mn)  =  ©• 
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Je  supposerai  que  la  série  0  est  uniformément  et  absolument  con- 
vergente pour  toutes  les  valeurs  de  co  et  de  cp.  D'ailleurs,  m  et  n  peu- 
vent prendre  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  négatives. 

L'intégrale  générale  de  ces  équations  est 

w  =  ai  +  w0,  <p  =  (3*-+- <p0, 

P  =  P»  +  ^ma  +  wp[sin(mco  +  /ï?-f-9««)  —  'sin(i»co0-h  rc<p0-h  0mn)], 

a)0,  cp0  et  p0  étant  des  constantes  d'intégration.  Dans  la  dernière  for- 
mule, nous  supposerons  implicitement  compris  le  terme 

A00t. 

Nous  pourrons  toujours  supposer  que  l'origine  du  temps,  celle  desto, 
et  l'unité  de  longueur  aient  été  choisies  de  telle  sorte  que 

«o=?o=Po=°- 

Pour  simplifier  les  formules,  je  supposerai  en  outre  que  tous  les  0„,„ 
sont  nuls,  quitte  à  revenir  plus  tard  sur  le  cas  général.  Il  reste  alors 

co  =  al,         ç  =  fit, 

p  =  \00t  h-  >j '"'"  Q  sin(mio  -+-  no). 

Plusieurs  cas  peuvent  se  présenter. 

Premier  cas.  —  Le  rapport  g  est  incommensurable,  et  A00  n'est 

pas  nul. 

Je  dis  qu'alors  on  pourra  trouver  une  fonction  F(w,  o)  développablc 
en  série  trigonomé trique  et  telle  que  la  surface 

p==F(w,  <p) 

soit  une  surface  sans  contact,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

pour  toutes  les  valeurs  de  co  et  de  o. 

Jour/i.  de  Math,  (4*  série),  tome  II.  —  F;ise.  II,   1886.  2^ 
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Je  pourrai  écrire 

e  =  el  +  ea+A,iJ 

(-),  ne  comprenant  qu'un  nombre  fini  de  termes  de  6,  et  02  étant  aussi 
petit  que  Ton  veut  (cela  est  toujours  possible,  puisque  la  série  0  est 
absolument  et  uniformément  convergente). 
Je  prendrai 

I  e2  !<i  Aon  |. 


Soit  alors 


et 


de  sorte  que 


6,  =  2iAp//cos(mo>  -4-  racp) 
F  =  V -— 5  sinf/nto  -+-  71  <p), 


y. 


dF       ndF 


L'inégalité  (8)  devient  alors 

ou 

A     >       fi 

et  elle  est  évidente,  puisque  la  valeur  absolue  du  premier  membre  est 
supérieure  à  celle  du  second. 

Nous  nous  trouvons  donc  dans  le  cas  déjà  étudié  des  surfaces  sans 
contact  enveloppant  la  trajectoire  fermée,  et  il  y  a  instabilité. 

Deuxième  cas.  —  Le  rapport  -x  est  commcnsurable,  et  Aon  est  nul. 

r 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  [3  —  i  et  que  a  soit  un  nombre 
entier  positif. 

Il  n'est  plus  avantageux  dans  ce  cas-ci  de  supposer  que  les  valeurs 
initiales  co0,  tp0  et  p0  de  w,  cp  et  p  sont  nulles. 

Posons,  pour  abréger, 

\x  =  ma.  +  n (3  =  m  a  -f-  //  : 
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tj.  sera  un  nombre  entier,  et  l'on  retrouvera  le  même  nombre  tx  pour 
une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  m  et  de  n.  On  aura  [/.  =  o  si 
n  =  —  a.  m. 

On  trouve  alors 

w  =  a/-hco0,  <p  =  £-(-<p0, 

p  =  po  -h  /2  Aw  cosm(w„  —  acp0) 

+  2d  1T  I sin  ^ ^  +  m  w°  +  n V°  )  ~~  sin ( m  w»  +  " ?" )1  ' 
où 

A'w  =  Amn     pour     n  =  —  ai»,  \u=o. 

Ici,  comme  le  nombre  tx  est  toujours  entier,  la  série  trigonométrique 
qui  donne  p  est  uniformément  convergente. 
Quant  au  coefficient  de  t, 

2A'mcosm(oi0—  a<p0), 

il  peut  être  positif  ou  négatif  selon  les  valeurs  de  to0  et  de  cp0.  Il  en 
résulte  que,  selon  la  trajectoire  choisie,  p  tend  vers  +x  ou  vers  —  oo 
quand  le  temps  t  croît  indéfiniment. 

Il  y  a  donc  encore  instabilité,  puisque  p  ne  reste  pas  fini,  mais  c'est 
une  instabilité  d'une  nature  toute  différente  de  celle  du  premier  cas; 
il  est  impossible,  en  effet,  de  construire  une  surface  sans  contact. 

Le  point  mobile  se  rapproche  asymptotiquement,  soit  de  l'axe  des  s, 
soit  du  cercle  rz  =  o,  /•  =  i,  suivant  la  région  où  se  trouve  sa  position 
initiale.  H  y  a  même  des  trajectoires  fermées  qui  correspondent  au 
cas  où 

SA'M  cosm(b)0  —  a<p9)  =  o. 

Troisième  cas.  —  Le  rapport  ^  est  incommensurable,  el  A„ ,,  es!  nul. 
Nous  supposerons  de  nouveau 

<*>o=  ?o=po  =  O, 

de  sorte  qu'on  aura 
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Il  peut  arriver  alors  que  la  série  qui  donne  p  soit  uniformément  con- 
vergente pour  toutes  les  valeurs  de  t,  c'est-à-dire  que  la  série  à  termes 
positifs 


soit  convergente.  Alors  la  trajectoire  se  trouvera  tout  entière  sur  La 
surface 

p  =V^sin(ma>H-ra<p), 

qui  est  de  genre  i  et  analogue  à  un  tore.  La  forme  des  trajectoires  sur 
cette  surface  est  alors  tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  a  été  étudiée  au 
Chapitre  XV. 

Quatrième  cas.  —  Nous  ferons  les  mêmes  hypothèses  que  dans  le 
cas  précédent,  avec  cette  différence  que  la  série 

convergera,  mais  non  uniformément,  de  telle  sorte  que  la  série  (9)  soit 
divergente. 

Olte  hypothèse  peut  se  réaliser.  Supposons,  par  exemple, 

P  =  i,  a>i,  A,„„=G)""M'". 

Nous  serons  certains  alors  que  la  série 

2A7/mcos(mto  -+-  nnf) 

converge  absolument  et  uniformément. 

Réduisons  maintenant  a  en  fraction  continue 


a  =  flf,-t- 


1 


a2-+-      1 

a3-H 
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P 

Soit  ~  la  ft,e,ne  réduite  de  a  ;  nous  supposerons 

Q»'>a->Q»+, 

Considérons  la  série 

(10)  HlTsin^^ 

le  coefficient  de  sin(P„  —  Qnct)t  dans  cette  série  sera 


On  aura 

P«-Q*a  <rrL- 

et 

Or  je  peux  prendre  arbitrairement  les  nombres  an\  je  supposerai  donc, 
par  exemple, 

an+{  =  H* 
H  étant  un  entier. 

Le  coefficient  de  sin(P„  —  Q„.a)£  sera  alors  plus  grand  que 

H««  /   H  \Q»       I 


2iv+y„        Va*-*-1/     2p»-«»a 

Il  est  aisé  de  voir  que  si  H  est  plus  grand  que  2aM,  cette  expression 
croît  indéfiniment  avec/z.  Les  coefficients  de  la  série  (10)  peuvent  donc 
croître  au  delà  de  toute  limite,  et  par  conséquent  cette  série  ne  peu! 
être  uniformément  convergente. 

Plaçons-nous  donc  dans  l'hypothèse  où  la  convergence  de  cette  série 
n'est  pas  uniforme. 

J'appellerai  surface  de  genre  i  régulière  une  surface  continue  qui 
satisfera  à  des  conditions  analogues  à  celles  dites  de  Dirichlct  (dans 
l'étude  de  la  série  de  Fouricr)  et  dont,  par  conséquent,  l'équation 
pourra  s'écrire 

p  —  2B,MW(cosmo)  -h  nep)  -h  2COTBsin(maj  -+-  ny  ). 
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Il  est  impossible  qu'une  surface  régulière  soit  sans  contact. 
Si,  en  effet,  elle  était  par  exemple  positive,  on  devrait  avoir  en  tous 
ses  points 

dp         dp   du>         dp  do 
dt        dw  dt         do  dt  ^ 
ou 

H  =  2Am/lcos(mco  -h  n^f) 

-h  2B,„s(xm  -+-  fin)  sin(moj  -+-  ny) 

■+-  2Cm(am  -h  fin)  cos(mco  -+-  no)  >  o 

et,  par  conséquent, 

X27T  ^>27T 

doi        ^H>o. 

Or  cette  intégrale  est  nulle,  car  A00  est  supposé  nul. 

Il  ne  peut  pas  arriver  non  plus  qu'une  trajectoire  soit  tout  entière 
sur  une  surface  régulière. 

Car  sur  cette  surface  on  devrait  avoir 

H  =  o 

et,  par  conséquent, 


a  m  -f-  {3  n 

La  série 

2CW/J  sin(mw  -+-  ny) 

ne  serait  pas  alors  convergente. 
Mais  il  y  a  plus,  nous  avons 

=  V     A«»  flsin(ma  +  /iBV. 

La  série  du  second  membre,  qui  n'est  pas  uniformément  conver- 
gente, peut  devenir  plus  grande  que  toute  quantité  donnée,  ainsi  que 
je  l'ai  établi  dans  une  Note  insérée  au  Bulletin  astronomique,  il. 
p.   }i(). 

Ainsi  donc  p  peut  croître  indéfiniment,  sans  qu'il  y  ait  de  surface 
sans  contact.  Mais  on  peut  se  demander  si  p  tend  vers  l'infini,  c'est- 
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à-dire  si  l'on  peut  prendre  t  assez  grand  pour  qu'à  partir  de  l'époque  l, 
p  reste  plus  grand  que  toute  quantité  donnée,  ou  bien  si  la  valeur  de  p 
va  constamment  en  oscillant,  de  façon  que  l'amplitude  des  oscillations 
aille  indéfiniment  en  croissant,  et  que  les  limites  supérieure  et  infé- 
rieure atteintes  dans  ces  oscillations  tendent  respectivement  vers  -+-  oc 
et  —  co.  Dans  ce  dernier  cas,  p  repassera  une  infinité  de  fois  par  une 
valeur  quelconque. 

Il  est  aise  de  voir  que  les  deux  cas  peuvent  se  présenter.  Soit,  en 
effet,  D  un  entier  positif  non  carré  parfait;  soient  u  etv  deux  entiers 
positifs  tels  que 

K2-De2  =  i. 

Soit 

(u  -  vs/D)n  =  ua -  çjD  =  A», 
un  et  vn  étant  entiers.  Nous  prendrons  alors 

-£  =  Q  =  2(AX)Hcos(«rt(o  —  <Vf)  (n  =  o,  1,2,  . . .,  ad  inf.) 

et 


de  sorte  que 


£  =  «='.     S  =  P=A 


p  =  2A"smXnZ. 


Si  [  A  |  >>  1,  [  A  A  |  •<  1 ,  cette  série  est  convergente  sans  l'être  uni- 
formément. 

Si  A  est  positif  et  suffisamment  grand,  tout  en  restant  inférieur 

à  ->  la  valeur  de  p  tend  vers  l'infini;  si,  au  contraire,  A  est  négatif  el 

compris  entre  —  1  et  —  ri  la  valeur  de  p  subit  des  oscillations  indéfi- 
niment croissantes. 

Pour  la  démonstration,  il  faut  se  reporter  à  une  Note  que  j'ai  com- 
muniquée à  l'Académie  des  Sciences  (Comptes  rendus  des  séances  de 
L' Académie  des  Sciences,  séance  du  7  décembre  i885  i. 

Ainsi  deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  p  varie  depuis  —  ^c 
jusqu'à  h-  oo,  et  tout  se  passe  alors  comme  si  A00  n'élail  pas  nul;  ou 
bien  p  prend  une  infinité  de  fois  toutes  les  valeurs  possibles. 
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Nous  aurons  évidemment 

I  e  |< m, 

M  étant  une  quantité  positive  convenablement  choisie.  Nous  aurons 
donc 


dp 
dt 


<M,         |  p  |  <  \Mt 


Cela  posé,  nous  ferons  a  =  i,  de  sorte  que,  à  des  intervalles  de  temps 
périodiques  et  égaux  à  2tt,  w  reprenne  les  valeurs  de  o,  21c,  4^,  •  ■  •< 
'irnz,  . ..,  et  que  le  point  mobile  se  retrouve  dans  le  plan  oj  =  o;  on 
aura  d'ailleurs 

cp  =  zfimz. 
Nous  poserons 

R(<p)  ==  <p  —  im-K, 

m  étant  un  entier  choisi  de  telle  sorte  que  R(<p)  soit  compris  entre  0 

et  271. 

Si  nous  considérons  le  cercle  C,  qui  a  pour  équations 

p  —  o,  to  =  o, 

la  position  d'un  point  sur  ce  cercle  sera  déterminée  par  la  valeur 
de  R(cp),  puisque 

R(<p-t-2ir)  =  R(<p). 

Les  équations  de  notre  trajectoire  nous  donneront 

Pour  l  =  2/zir,  co  =  0  (mod.  2tc),  ç  =  2(3wi:, 

p  =  $(2/11:). 
\  chaque  point  du  cercle  C,  pour  lequel 

R(«p)  =  (2^/1  —  2m)n  (ra  et  /w  entiers  >, 
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correspondra  donc  une  valeur  de  p  qui  sera  $(2n-).  Considérons 
cette  valeur  de  p  comme  une  fonction  du  point  considéré  du  cercle  C, 
c'est-à-dire  comme  une  fonction  de  R(<p),  et  appelons-la 

F[R(?)]. 

Cette  fonction  sera  discontinue  et  ne  sera  bien  définie  que  pour  les 
points 

R(cp)  =  (ifin  —  2m)Tr. 

Je  vais  montrer  d'abord  que,  sur  un  arc  de  cercle  C,  si  petit  que  soit 
cet  arc,  il  y  a  toujours  des  points  pour  lesquels  notre  fonction  F  est 
définie  et  a  des  valeurs  aussi  grandes  qu'on  le  veut. 

En  effet,  je  vais  envisager  le  point  suivant,  que  j'appelle  P, 

p  =  o,  co  =  /,  y=fit. 

Les  valeurs  de  co  et  de  ç  sont  les  mêmes  pour  notre  point  mobile  et 
pour  le  point  P.  D'ailleurs,  ce  point  reste  constamment  sur  le  tore 

P  =  °- 

Soit  AB  l'arc  du  cercle  C  que  je  considère.  On  voit  sans  peine  que, 

si  petit  que  soit  cet  arc,  on  peut  trouver  une  quantité  h  assez  grande 
pour  jouir  de  la  propriété  suivante. 

Soit  tQ  une  valeur  quelconque  de  /,  eboisie  arbitrairement.  Pour  une 
valeur  de  /  comprise  entre  t0  et  t0  -+-  A,  le  point  P  viendra  sur  l'arc  A  B. 
En  d'autres  termes,  l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  deux:  pas- 
sages consécutifs  du  point  P  à  travers  l'arc  AB  est  toujours  plus  pet  il 
(pie  h. 

Soit  donc  une  valeur  de  t,  pour  laquelle 

p  =  »(0 

soit  positif  et  très  grand;  appelons  /„  celte  valeur  de  /.  Nous  avons  vu 
plus  haut  qu'il  en  existe  de  telles. 

Il  existera  une  quantité  k  plus  petite  que  h  telle  (pie  le  point  P, 


co 


/0-f- A-,         <p  =  p(*0+£), 
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soit  situé  sur  l'arc  Al>.  On  aura  alors 

$(*.+  *)>*(/.)  -  MA- ><l>(/0 )  -  MA. 

(  ioramc  F(/0)  est  positif  et  très  grand,  tandis  que  M  et  h  sont  finis, 
F<  /„-+-  h)  sera  aussi  positif  et  très  grand.  Au  point  du  cercle  C, 

K(?)  =  R(?/o+?A\), 

(|iii  appartient  à  Tare  Ali,  la  valeur  de  FfR(o)]  est  donc  positive  et 
très  giande.  c.   q.   f.   d. 

On  établirait  de  même  que  F[R(ç)j  peut  devenir,  sur  Taie  Al>. 
négatif  et  très  grand;  car  $(t)  peut  devenir  négatif  et  très  grand, 
soit  pour  des  valeurs  positives,  soit  pour  des  valeurs  négatives  de  /. 

Soit  maintenant 

jt  ?     9-'     *  *  ■  '     9/n     *  ■  ■ 

une  suite  indéfinie  de  valeurs  de  o,  telles  que 

limR(<pn)  =  A, 
LimF[R(<pB)]  =  F,. 

Nous  disons  (juc  F,  est  une  des  valeurs  limites  de  la  fonction  F  pour 
le  point 

R(<p)  =  A. 

Supposons  qu'aux  deux  points 

R(?)  =  A0,        R(?)  =  A'0 

la  fonction  F  soit  bien  définie  et  ait  respectivement  pour  valeurs  F 
et  F().  Je  suppose,  de  plus,  qu'au  point  R(<p)  =  A0  elle  admette  la  va- 
loir limite  F,,  .le  dis  qu'elle  admettra  au  point  l{(^p)  =  A'0  une  va- 
leur limite  FJ,  et  que  cette  valeur  sera 

F.-F.+  F.. 

En  effet,  (f après  les  hypothèses  faites,  il  existera  deux  entiers,   / 
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et  X',  tels  que 

R(2pXic)  =  A0,         R(apX'ic)  =  A;, 

*(2Aî:)=:F(),  <r>(VA'-)  =  Fo, 

et  il  existera  en  outre  une  série  d'entiers 

|A|  j       [X2,       . . . ,       (JVi,       ... 

tels  que 

linifl(2f}u./27c)  =  A0,  lim$(a[vit)  =  F,. 

(  Considérons  la  suite  infinie  d'entiers 

a,  4-  A'  -  A,  [X2  ■+-  A'  —  A,  . . . ,  u,H  H-  A'  —  A,  .  .  . , 

et  l'on  aura  évidemment 

limll[2-([i./(+A'-A)f)]  =  A|1. 
Je  dis  que 

r.m<I>[2-([xrt4-  X'-  A)]  =  F|  ==  F,  +  f;  -  F.. 
En  effet,  il  vient 

(il)  4»[2^(^+X'-A)j-<I>(2TT^)=    T"  '    ^'"- 

Or,  si  Ton  tient  compte  de  la  double  condition 

UmR(2pl«»ic)  =  R(2pXic)ï 

liinR[2p((jLll+  A-  X)ir]  =  R(2'pX/ir), 

il  viendra,  pour  la  limite  du  second  membre  de  (n), 

•'S  ICA 

et,  pour  celle  du  premier, 

F|-  F,. 

Il  reste  doue 

f;  =  f,+  f;-  f0.  c.  ...  r.  ... 


±\\  H.     POINCARÉ. 

La  fonction  F[R(o )|  était  uniforme,  mais  n'était  définie  qu'en  des 

points  particuliers  du  cercle  C.  La  fonction  F,  [R(?)],  qui  représentera 

désormais  une  quelconque  des  valeurs  limites  de  la  fonction  F  dans  le 

voisinage  du  point  R(o),  sera  au  contraire  définie  pour  tous  les  points 

du  cercle  C,  mais  elle  ne  sera  plus  uniforme. 

Soit  maintenant 

A  t ,     A  2 ,     . . . ,     A„ , 

une  suite  indéfinie  de  points  du  cercle  C,  ayant  pour  limite  le  point  B. 

Soil 

F       F  F 

une  suite  de  valeurs  limites  de  la  fonction  F  correspondant  respective- 
ment aux  points  A,,  A2J  . ..,  Afl,  ....  Soil 

limF„=  (i. 

Je  dis  que  (  i  sera  une  des  valeurs  limites  de  la  fonction  F  au  poinl  I!. 

En  effet,  il  résulte  des  hypothèses  faites  que  Ton  peul  trouver  une 
infinité  de  points  An  tels  que  leur  dislance  au  point  1>  el  la  différence 
(1  —  F„  soient  aussi  petites  qu'on  le  veut;  et  de  plus  que  dans  le  voisi- 
nage de  chacun  de  ces  points  A„  on  peut  trouver  une  infinité  de  points 
M,  tels  que  leur  distance  au  point  A„  et  la  différence  Fw—  F(M) 
soient  aussi  petites  qu'on  le  veut.  11  résulte  de  là  que  la  limite  du  point 
M  est  le  point  R  et  que  (i  est  la  limite  de  F(M),  si  bien  que  (i  est  une 
des  valeurs  de  la  fonction  F,(B)  définie  plus  haut.  c.  q.  f.  d. 

Je  dis  maintenant  (pie  si  en  un  point  M  la  fonction  V\  1>(  z>  )\  prend 
l;i  valeur  F0  et  si,  en  même  temps,  F,  est  une  valeur  limite  de  cette 
fonction  F  au  même  point  M,  aF4  —  F0  sera  également  une  valeur 
limite. 

En  effet,  nous  avons  une  suite  infinie  de  points 

où  la  fonction  F  a  respectivement  les  valeurs 

F(A,),     F(A2),     •..,     F(An) 
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et  d'après  les  hypothèses  faites,  la  distance  A„M  tend  vers  o  et  F(A„  ) 
vers  F,  quand  n  croit  indéfiniment.  D'après  un  résultat  démontré 
plus  haut,  une  des  valeurs  limites  de  la  fonction  F  au  point  A„  sera 

F,  +  F(A„)  -  F(M)  =  F,  -  F.+  F(A.); 

quand  n  croîtra  au  delà  de  toute  limite,  le  point  An  viendra  en  M  cl 
F(AW)  se  réduira  à  F,;  donc  i>F,  —  F0  sera  une  valeur  limite  de  la 
fonction  F  au  point  M. 

Ainsi,  si  nous  considérons  la  fonction  F,  |  R.(<p)]  définie  plus  haut,  il 
pourra  se  présenter  les  cas  suivants  : 

i°  Ou  bien  la  fonction  F,  ne  pourra  prendre  que  les  valeurs  ±  ce; 

2°  Ou  bien  la  fonction  F,  prendra  seulement  au  point  M  les  valeurs 
±ooet  F(M); 

3°  Ou  bien  la  fonction  F,  prendra  en  chaque  point  M  toutes  les  va- 
leurs  possibles  et  sera  non  seulement  non  uniforme,  mais  complète- 
ment indéterminée  ; 

4°  Ou  bien  la  fonction  F,  prendra  au  point  M  une  infinité  de  valeurs 
différant  les  unes  des  autres  par  une  période  constante.  Ce  sera,  en 
d'autres  termes,  une  fonction  périodique  analogue  à  Tare  sinus. 

La  première  de  ces  hypothèses  peut  certainement  se  réaliser  [car 
nous  avons  vu  plus  haut  qu'il  peut  arriver  que  la  fonction  $(*),  ten- 
dant vers  l'infini,  ne  reprenne  une  valeur  donnée  qu'un  nombre  fini  de 
fois]. 

J'ai  tout  lieu  de  croire  qu'il  en  est  de  même  de  la  troisième;  mais 
qu'au  contraire  la  quatrième  ne  se  réalisera  jamais.  Mais  ce  qui  pré- 
cède suffit  pour  donner  une  idée  de  la  grande  variété  des  cas  qui 
peuvent  se  présenter. 

i°  Il  peut  arriver  que  p  ne  puisse  prendre  une  valeur  donnée  qu'un 
nombre  fini  de  fois  et  tende  vers  ±  yz  quand  le  temps  croil  indéfini- 
ment [si  A00  n'est  pas  nul,  ou  bien  encore  si  A00  est  nul,  mais  que 

^  soit  commensurable;  ou  bien  encore,  quoique  A00  soit  nul  et  que  « 

soit  incommensurable,  si  la  série  (I>(/)  n'est  pas  uniformément  conver- 
gente et  si  elle  tend  vers  l'infini]. 

2°  Mais  il  peut  arriver  encore  que  p  oscille  constamment  entre  cer- 
taines limites,  de  façon  à  reprendre  une  infinité  de  lois  toutes  les  \a- 
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leurs  comprises  entre  ces  limiles 


si  A00  est  nul,  Tj  incommensurable 


et  la  série  ^(t)  uniformément  convergente 

)"  Enfin  il  peut  arriver  que  p  reprenne  une  infinité  de  fois  toutes  les 
valeurs  possibles     si  Ao0  est  nul,  jj|  incommensurable  et  si  la  série  <lM/ 1 

ne  converge  pas  uniformément  et  ne  tend  pas  vers  Tin  fini   . 

Dans  le  premier  cas,  le  poinl  mobile,  ou  bien  va  constamment  en 
s'éloignant  de  la  trajectoire  fermée  p  =  —  ce  (si  p  tend  vers  -+-  ce),  ou 
bien  s'en  rapproche  asymptotiquement  (si  p  tend  vers  —ce).  Il  peut 
même  arriver  que  certaines  trajectoires  s'éloignent  constamment  de 
la  trajectoire  fermée  pendant  que  d'autres  s'en  rapprochent  asympto- 
tiquement [si  Au0  est  nul,  et  ~  commensurable  j. 

Dans  tous  les  cas,  il  y  a  instabilité,  c'est-à-dire  que,  si  le  point  mo- 
bile à  l'époque  t  =  o  se  trouve  très  voisin  de  la  trajectoire  fermée,  ou 
bien  il  n'en  sera  plus  très  voisin  pour  des  valeurs  très  grandes  et  posi- 
tives de  l\  ou  bien  il  n'en  était  pas  très  voisin  [tour  des  valeurs  très 
giandes  et  négatives  de  /. 

Dans  le  second  cas,  au  contraire,  il  y  a  stabilité,  c'est-à-dire  (pie  si 
le  point  mobile  est  à  l'époque  /  =  o  très  voisin  de  la  trajectoire  fermée, 
il  en  reste  constamment  très  voisin  pour  toutes  les  valeurs  positives  on 
négatives  de  /. 

Enfin,  dans  le  troisième  cas,  il  y  a  instabilité  en  ce  sens  que  si  le 
point  mobile  est,  à  l'origine  des  temps,  très  voisin  de  la  trajectoire 
fermée,  il  pourra,  à  certaines  époques,  s'en  éloigner  beaucoup.  Mais 
il  y  a  stabilité,  au  contraire,  en  ce  sens  que  le  point  mobile,  après 
s'être  éloigné  beaucoup  de  la  trajectoire  fermée,  s'en  rapprochera  de 
nouveau  beaucoup  et  en  redeviendra,  à  certaines  époques,  extrême- 
ment voisin. 

L'exemple  simple  que  nous  venons  de  longuement  étudier  nous 
permet  maintenant  de  revenir  sur  le  cas  général  et  de  dire  : 

De  ce  <pie  tous  les  C0  sont  nuls,  il  n'esl  pas  permis  de  conclure  que 
la  série 

F  =  F2  +  F,-i-..., 

définie  plus  haut,  soi!  convergente  ni  qu'un  point  très  voisin  de  la 
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trajectoire,  fermée  en  restera  toujours  très  voisin  ni,  même  qu'après 
s'être  éloigné  de  cette  trajectoire  il  s'en  rapprochera  de  nouveau. 

Il  peut  arriver,  ou  bien  qu'un  point  très  voisin  de  la  trajectoire  fer- 
mée en  reste  très  voisin,  ou  bien  qu'il  s'en  éloigne  une  infinité  de  fois 
pour  en  redevenir  une  infinité  de  fois  très  voisin,  ou  bien  enfin  qu'après 
s'en  être  éloigné  il  en  demeure  très  éloigné.  Ces  trois  cas,  logiquement 
possibles,  peuvent  effectivement  se  rencontrer. 

D'après  ce  qui  précède,  on  comprendra  sans  peine  à  quel  point  les 
difficultés  que  l'on  rencontre  en  Mécanique  céleste,  par  suite  des  petits 
diviseurs  et  de  la  quasi-commensurabilité  des  moyens  mouvements, 
tiennent  à  la  nature  même  des  choses  et  ne  peuvent  être  tournées,  il 
est  extrêmement  probable  qu'on  les  retrouvera,  quelle  que  soit  la  mé- 
thode que  l'on  emploie. 


INiris.  t3  décembre  i885. 
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Propositions  arithmétiques  tirées  de  la   théorie 
de  la  fonction  exponentielle  ; 

Pau  M.  LIPSCHITZ. 

(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Hermite.) 


En  étudiant  vos  recherches  sur  la  fonction  exponentielle,  par  les- 
quelles vous  avez  dévoilé  une  liaison  inattendue  entre  l'Analyse  et  l'Ari- 
thmétique, recherches  appliquées  si  heureusement  par  M.  Linde- 
mann  ('),  et  traitées  de  nouveau  dans  un  Mémoire  récent  de 
M.  Weierstrass  (2),  je  me  suis  demandé  si  les  procédés  caracté- 
ristiques qui  y  sont  mis  en  jeu  ne  permettent  pas  de  parvenir  à  des 
résultats  arithmétiques,  dans  lesquels  les  fonctions  transcendantes  sont 
disparues.  Cette  voie  prise,  j'ai  réussi  à  trouver  un  ensemble  de  théo- 
fèmes,  qui  se  réfèrent  à  toutes  les  équations  dont  les  coefficients  sonl 
dis  nombres  entiers.  Or  veuillez  me  permettre  de  vous  en  informer. 

1.  Dans  le  cas  le  plus  simple  d'une  équation  quadratique  pure,  je 
m'appuie  sur  le  développement  en  fraction  continue,  qui  a  été  égale- 
mont  le  point  de  départ  de  votre  travail,  et  qui,  pour  une  variable  quel- 
conque z,  s'exprime  ainsi 

/  \  eiz—i  z 

(0  ^Ti  = -? 


(')  Sitzungsbericht  de  l'Académie  de  Berlin,  du  22  juin  188  s. 
(2)  Sitzungsbericht  de  l'Académie  de  Berlin,  du  22  octobre  1 885 . 

Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  II.  —  Fasc.  III,  1886.  ?■{) 
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Aux  fractions  d'approximations  successives 

z  3z  10  -  + c3 

i'     3  4- s2'      \5-h6z- 

correspondent  les  fonctions  entières  de  z 

[  Ko  (*)  =  ]> 

K,(*)=:l+*l 

(  '2  ) 

lK2(»  =  3-+-3s-+-z2, 


K3(s)  =  i5  -i-  i5^  4-  Gz-  4-  r:i, 
qui  sont  déterminées  dès  l'indice  m  =  i  par  la  relation  récurrente 

(3)  \\m(z)^(im  -  i)KOT_,  (*)-+- *2  Km_3(>), 

de  sorte  que  lesdites  fractions  naissent  de  l'expression 

K/n(z)-Km(-z) 
Km(z)-hKm(—  s)' 

en  faisant  m  =  I,  2,  3,  . . .. 

Gela  étant,  pour  les  racines  de  l'équation 

s2  —  D  =  o, 

où  D  désigne  un  nombre  entier  positif  non  carré  ou  négatif  quelconque, 
il  est  établi  que  le  module  de  la  différence 

(4)  K,n(v^)ér^-K,„(-v/D)ev* 

si  Ton  assigne  au  nombre  m  une  valeur  assez  grande,  peut  être  fait 
plus  petit  qu'une  quantité  o  donnée  aussi  petite  que  Ton  voudra. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  D  soit  positif  el  non  carré,  et  déno- 
tons par  y/1)  la  racine  positive. 

Comme  les  coefficients  de  la  fonction  Km(z)  sont  i\r>  nombres 
entiers,  on  a 

<  5  )  Mv/D)  =  h  ■+-  v'D'n        'V„(-  v/D)  =  *.-  VD/,. 
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où  tv  et  tt  sont  des  nombres  entiers.  Alors  t0  et  tx  sont  des  nombres 
positifs,  la  quantité  t0-h  y/D^,  est  pareillement  positive,  la  quantité 
t0  —  s/Dtt  ne  peut  pas  s'évanouir. 

Partant,  le  produit  des  deux  expressions 

(6)  *;  — d*;  =  m 

a  une  valeur  entière,  qui  diffère  nécessairement  de  zéro.  Mais  parce 
que  l'équation  (6)  entraîne 

[Km(y/D)e-0][Km(-  y/D)é*]  =  M, 

et  que  ces  deux  facteurs,  pour  une  valeur  convenable  de  m,  diffèrent 
entre  eux  aussi  peu  que  Ton  voudra,  la  quantité  correspondante  M  doit 
être  positive,  et  chacun  des  deux  facteurs,  dont  le  premier  est  certai- 
nement positif,  ne  peut  différer  de  la  racine  carrée  positive  \/M  que 
d'une  quantité  arbitrairement  petite.  Donc,  si  Ton  divise  la  diffé- 
rence (4)  par  l'expression  KOT(—  <jD)e~x®,  la  valeur  absolue  du  quo- 
tient 

/  _  x  K,»(y/D)       _    ,v/û 

{/)  Km(-v/D) 

peut  également  être  abaissée  à  volonté  par  le  choix  du  nombre  m.  Par 
conséquent,  si  nous  introduisons  au  lieu  de  la  fonction  exponentielle  la 
fonction  inverse,  ce  fait  se  change  dans  le  résultat,  que  le  logarithme 
naturel 

(8)  log    K'"(^} 


Km(-v/D) 


pour  une  valeur  assez  grande  de  m  sera  rapproché  de  la  valeur  2  y  D 
aussi  près  que  l'on  voudra. 

C'est  le  logarithme  naturel  de  ladite  fraction,  qui  sert  à  la  solution 
d'une  question  arithmétique,  que  nous  attacherons  comme  d'usage  à 
la  Géométrie.  Désignons  par  x0,  x{  les  coordonnées  rectilignes  d'un 
point  dans  un  plan,  et  considérons  l'hyperbole  représentée  par  l'équa- 
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lion 

(9)  *:-d*:=m. 

Ensuite  mesurons  l'aire  d'un  secteur,  dont  deux  côtés  sont  les  lignes 
droites,  tirées  du  centre  de  l'hyperbole  jusqu'aux  deux  points  /0,  t„  et 
(^  —  /(  ct  dont  le  troisième  côté  est  l'arc  de  l'hyperbole  compris  entre 
ces  deux  points.  On  trouve  facilement  l'expression 

,      x  M     ,       t0-h\/Dtt 


dont  la  comparaison  à  (8)  fait  voir  que,  sous  les  suppositions  laites,  la 
valeur  de  (io)  se  rapproche  de  la  valeur  M.  Les  valeurs 


,r0  =  v/M, 


x,  =  o, 


correspondant  au  sommet  de  la  branche  choisie  de  l'hyperbole,  le 
nombre  M  détermine  l'aire  d'un  triangle,  dont  deux  côtés  sonl  les 
lignes  droites  tirées  du  centre  de  l'hyperbole  sous  des  angles  égaux  au 
demi  d'un  angle  droit  vers  l'axe,  et  dont  le  troisième  côté  esl  la  tan- 
gente à  l'hyperbole,  prise  dans  ledit  sommet.  D'ailleurs  il  est  évident 
que  l'aire  d'une  partie  d'un  plan,  dont  les  dimensions  vont  toujours  en 
croissant,  donne  une  expression  approchée  du  nombre  des  points  à 
coefficients  entiers  qui  sont  contenus  dans  la  partie  en  question.  Pour 
en  faire  une  application  dans  notre  cas,  il  faut  nous  assurer  que  le 
nombre  M  reçoit  successivement  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes. 
A  cet  effet,  supposons  le  contraire,  que  le  nombre  M  ne  surpasse 
jamais  une  certaine  quantité  L. 

Admettons  que  le  nombre  /;/,  qui  est  choisi  d'abord  assez  grand, 
étant  changé  dans  un  nombre  plus  grand  m',  au  lieu  des  nombres  /„, 
/,,  M,  on  obtienne  respectivement  l'0,  i\,  M',  mais  que  l'on  ait  en  même 
temps  M'=  M.  De  là  il  suit  que  les  expression^ 


t0  —  \jDti  ^/n 

V/M 
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se  rapprochent  de  l'unité.  Par  conséquent  les  différences 

t'  i  , t.         . 


V/M  y/M 

deviendraient  numériquement  aussi  petites  que  Ton  voudra,  ce  qui  ne 
peut  pas  arriver,  vu  que  le  nombre  M  n'est  jamais  supérieur  à  L,  sans 
que  l'on  ait  pour  les  nombres  entiers  respectifs 

t0—t0  =  o,         tt  —  t\  =  o. 

Il  faudrait  donc  que  les  deux  systèmes  t0,  t{  et  t'0,  l\  fussent  iden- 
tiques. De  l'autre  côté,  parce  que  la  valeur  de  la  différence  (4)  peut 
être  abaissée  sans  limite,  il  est  clair  que,  cette  différence  étant  d'une 
certaine  petitesse  pour  la  valeur  m,  on  pourrait  arriver  à  une  petitesse 
supérieure  parle  choix  du  nombre  m\  ce  qui  est  incompatible  avec  les 
équations  /0 — t'0  =  o,  /,  —  t\=.o,  qui  suivent  de  la  supposition  M/=M. 
Il  faut  donc  que  le  nombre  M'  obtienne  un  nombre  illimité  de  valeurs, 
différentes  de  M  et  différentes  entre  elles;  par  conséquent  il  croit  né- 
cessairement au  delà  de  toute  grandeur  donnée.  Cela  étant,  la  proposi- 
tion se  trouve  justifiée,  que  le  rapport  des  points  à  coefficients  entiers, 
qui  sont  situés  dans  les  deux  aires  définies,  se  rapprochent  de  l'unité 
d'autant  plus  que  le  nombre  m  croît.  Voilà  un  énoncé  arithmétique, 
dans  lequel  n'entre  aucune  fonction  transcendante. 

2.  Maintenant  discutons  le  cas  où  D  est  égal  à  un  nombre  entier 
négatif  quelconque  —  A,  et  remplaçons  sjD  par  la  valeur  imaginaire 
ïy/A,  la  racine  \/à  étant  positive.  Par  conséquent,  les  expressions 

(11)    Km{iyfS)  =  s(t0+  iyflti),        K,„(-  *v/Â)  =  i(f0-  iyjàtt), 

où  £  désigne  une  unité  positive  ou  négative  qui  sera  déterminée  plus 
tard,  ne  sont  pas  susceptibles  de  s'évanouir,  à  moins  que  les  deux 
nombres  t0  et  l{  soient  égaux  à  zéro.  Pour  être  convaincu  que  cela  De 
peut  pas  arriver  non  plus,  il  suffit  d'avoir  recours  à  la  série  connut 
d'équations 


(12)     Km_{(-z.)KJz)-Kw  Jz)KJ-  z)  =  (-i)'"-''2 


'ii—\  ,-,  --lui     \ 
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elles  font  voir  que  K.,n(z)  ctK,„(—  z)  ne  deviennent  jamais  égaux  à 

zéro  en  même  temps  pour  une  valeur  de  s,  qui  diffère  de  zéro.  11  est 
donc  prouvé  que  le  produit 

(i3)  *02h-A*;  =  M 

donne  un  nombre  entier  positif  M  différent  de  zéro.  Parce  que  les 
deux  termes  de  la  différence 


'A 


(.4)  Km(i</ù)er**-Km(-ii/K)e* 

sont  conjugués,  la  propriété  de  son  module,  d'avoir  zéro  pour  limite, 

•  ■ni raine  que  chaque  terme  se  rapproche  de  la  même  quantité  réelle; 
suivant  qu'elle  est  positive  ou  négative,  nous  supposerons  l'unité 
marquée  par  £  égale  à  -+-  i  ou  à  —  i,  de  sorte  que  les  expressions 

convergeront  vers  une  limite  positive.  En  même  temps,  l'équation 

(i5)  [(t0  +  iyfàtt)e-^][(t0-  is/ltt)e^]  =  M 

fail  voir  que  ladite  quantité  réelle  positive  coïncide  avec  la  racine  po- 
sitive y/M.  Par  conséquent,  la  différence  (i4)>  divisée  par 

c'est-à-dire  la  quantité 


(16) 


^o—  «y/A/, 


a  un  module  qui,  pour  une  valeur  assez  grande  de  m,  diffère  de  zéro 
(Tune  quantité  petite  donnée  arbitrairement.  En  y  appliquant,  au  lieu 
de  la  fonction  exponentielle,  le  logarithme  naturel  qui,  ici,  n'est  autre 
chose  qu'une  fonction  inverse  Irigonométriquc,  on  conclut  que  l'ex- 
pression 

t0—  *y/A/, 

approche  aussi  près  que  l'on  voudra  de  la  quantité  imaginaire  2iy/A. 
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Si  nous  désignons  par  E  (  ^-  j  =  l  le  nombre  entier  le  plus  grand 

contenu  dans  la  fraction  —  >   le  logarithme  naturel  en  question  est 

complètement  déterminé  par  la  condition  d'être  compris  entre  les  quan- 
tités imaginaires  i Un  et  2(Z-hi)îit.  On  a  donc  pour  A  =  5,  l  =  o, 
pour  A  =  11,  l  =  i,  pour  A  =  37,  1=2.  D'ailleurs  il  est  clair  que, 
puisque  le  nombre  entier  /s'obtient  en  divisant  la  quantité  algébrique 
\/A  par  u,  cette  quantité  transcendante  tc  constitue,  pour  ainsi  dire,  un 
élément  nécessaire  et  inévitable  dans  nos  recherches. 

Pour  arriver  à  l'énoncé  d'un  théorème  d'Arithmétique,  nous  nous 
servirons  de  l'équation  de  l'ellipse 

(18)  xl-+-Ax*  =  M. 

Menons  du  centre  de  l'ellipse  un  rayon  vecteur  vers  le  somme l 
x0  =  \/M,  x,  =  0,  faisons  marcher  le  point  final  sur  l'ellipse  dans  un 
sens  tel  que  x{  commence  à  se  mouvoir  en  croissant,  et  arrêtons-le  au 
point  x0  =  t0,  oc,  =  t, ,  après  un  nombre  de  demi-révolutions  complètes. 

que  nous  avons  déterminé  antérieurement  et  désigné  par  E  (  —  ]  —  /. 

Ensuite  exécutons  un  mouvement  pareil  qui  commence  également  au 
sommet  x0  =  ^M,  x{  =  o,  mais  qui  procède  dans  le  sens  inverse  jus- 
qu'à ce  qu'il  ait  atteint,  d'après  le  même  nombre  /  de  demi-révolutions 
complètes,  le  point  x0  =  t0,  x,  — —  tK.  Alors  l'aire  décrite  par  le  mou 
vement  total  du  rayon  vecteur  sera  mesurée  par  l'expression 

où  la  signification  du  logarithme  naturel  est  exactement  celle  usitée  en 
(17).  Par  contre,  si  nous  tirons,  comme  dans  le  cas  de  l'hyperbole, 
du  centre  de  l'ellipse,  sous  des  angles  égaux  au  demi  d'un  angle  droit, 
vers  l'axe,  des  lignes  droites,  ces  lignes  formeront,  avec  la  tangente 
prise  au  sommet  respectif  de  l'ellipse,  un  triangle  dont  l'aire  csl  ('gaie 
au  nombre  M.  Or  on  démontre  pareillement,  connue  auparavant,  que 
le  nombre  M,  pour  les  valeurs  croissantes  de  ///,  doit  surpasser  toute 
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limite.  Donc  on  a,  par  un  raisonnement  semblable,  le  théorème  que  le 
rapport  des  deux  nombres  qui  représentent  le  nombre  des  points  à 
coefficients  entiers  contenus  dans  les  deux  aires  définies,  se  rapproche 
de  l'unité,  pour  une  valeur  de  m  assez  grande,  aussi  près  que  Ton 
voudra.  Il  me  semble  bien  remarquable  que,  dans  le  théorème  actuel, 
il  s'agit  d'un  groupe  de  points  à  coefficients  entiers  qui  se  trouvent 
dans  une  aire  limitée  par  deux  lignes  droites  et  par  un  arc  de  l'el- 
lipse, mais  tellement  définie  que  par  cette  aire  l'intérieur  de  l'ellipse 

sera  couvert  plusieurs  fois  dans  tous  les  cas  où  le  nombre  E  (  ^-  )  =./ 

surpasse  la  valeur  zéro.  On  se  voit  donc,  par  des  considérations 
arithmétiques,  conduit  à  une  conception  pareille  à  celle  qui  a  été  in- 
troduite dans  l'Analyse  par  Riemann. 

.">.  Afin  d'étendre  notre  considération  à  une  équation  quelconque, 
nous  ferons  usage  des  significations  introduites  par  M.  Weierstrass 
dans  le  Mémoire  cité.  Soit  /(z)  une  fonction  entière  de  z  du  (n  -h  i  ),elDe 
degré  à  coefficients  entiers,  dont  le  premier  a(,  est  positif, 

(20)  f(z)  =  a0zn+i  -+-  atzn  + . . .+  an+l . 
Admettons  que  l'équation 

/<*)■=  ° 

soit  irréductible,  d'où  suit  que  /(s)  ne  peut  pas  avoir  un  diviseur 
commun  avec  sa  première  dérivée  f'(z),  et  Par  conséquent  que  les. 
(n  -h  1)  racines  de  ladite  équation 

(21)  z0,     zti     . . .,     z„ 

diffèrent  entre  elles.  Or  on  obtient,  pour  une  valeur  quelconque  du 
nombre  m,  un  système  de  (n  -h  1)  fonctions 

(22)  g-0(z,  m),     gt(z,m),     ...,     gR{z,m) 

qui  jouissent  des  propriétés  suivantes.  Chacune  d'elles  est  une  fonction 
de  z  d'un  degré  qui  n'est  pas  supérieur  à  //,  les  coefficients  étant  des 
nombres  entiers;  pour  tous  les  couples  de  deux  racines  zai  Zp,  et  pour 
un  indice  quelconque  fixe  v,  le  module  de  la  différence 

(23)  gv  (  ra ,  m  )  er**    -  gs  (zp,  m  )  c~z» 
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peut  être  réduit  de  telle  sorte  qu'il  tombe  au-dessous  d'une  quantité  8 
donnée  aussi  petite  que  Ton  voudra  pour  une  valeur  de  m  assez 
grande,  tandis  que  le  déterminant 

04)  I  £'vOa,  m)  | 

a  toujours  une  valeur  différente  de  zéro. 

Vis-à-vis  de  cet  ensemble  de  propriétés,  faisons  remarquer  que  l'ir- 
réductibilité de  l'équation  f(z)  —  o  fait  qu'aucune  des  fonctions  du 
nieme  degré  gw(z,  m)  ne  peut  s'évanouir  par  la  substitution  d'une 
racine  quelconque  z  =  za  sans  que  tous  les  coefficients  entiers  soie  ni 
égaux  à  zéro.  Mais  il  est  également  impossible  que  cela  advienne;  car. 
s'il  en  était  ainsi,  toutes  les  (n  -+-  1)  expressions  qui  naissent  de  la  fonc- 
tion g\(z,  m),  en  posant  z  =  z0,  zn  ...,  zn,  seraient  égales  à  zéro. 
Cela  entraînerait  l'évanouissement  du  déterminant,  qui  ne  s'annule 
jamais;  donc  notre  assertion  se  trouve  constatée.  De  là  suit  directe- 
ment que  le  produit  des  («  +  i)  facteurs 

a  —  n 
<x=  0 

a  toujours  une  valeur  différente  de  zéro.  Cette  valeur  est  nécessaire- 
ment égale  à  un  nombre  rationnel,  et  l'on  conclut  facilement  d'une 
propriété  connue  de  la  résultante  de  deux  fonctions  algébriques  en- 
tières que  ce  nombre,  multiplié  par  la  puissance  an0  du  coefficient 
entier  a0  de  zn+l  dans  (20),  devient  un  nombre  entier. 

D'ailleurs  on  observe  que  dans  (23)  l'expression  gy(za,  m)e~z«  pour 
une  racine  réelle  ra  est  réelle,  et  que  pour  deux  racines  complexes  el 
conjuguées  z^  et  z§  les  deux  expressions  correspondantes  sont  pareille- 
ment conjuguées.  Donc  la  propriété  indiquée  de  la  différence  (23) 
entraîne  cette  conséquence,  que  les  expressions  g\(za,  m)e~z«  pour 
toutes  les  racines  ~a  et  pour  une  valeur  de  ni  assez  grande  ne  peux  en  l 
différer  d'une  quantité  réelle  que  d'une  quantité  dont  le  module  esl 
d'une  petitesse  arbitraire.  Or  le  produit  des  (n  -h  1)  expressions  men- 
tionnées a  la  valeur 

OL=n 

(•-26)  Ug*(**,m)e  ,w+   '--'■1, 

a-o 
Jour//,  de  Math.  (4*  série),  tome  II.  —  Pasc.  III,  1886.  ,() 
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où  le  premier  facteur  coïncide  avec  le  produit  (2.5),  qui  est  égal  à  un 
nombre  entier,  différent  de  zéro,  divise  par  la  puissances".  Donc  la 
quantité  réelle,  vers  laquelle  convergeront  toutes  les  expressions 
<rJza,  m)e'z"-  où  a  =  o,  r ,  2,  ...,  n,  ne  peut  être  jamais  numériquement 

inférieure  à  la  racine  (n -f-  i)iéme  de  la  valeur  -^  e~it'+',Jh-+z,,). 

(Xq 

Maintenant  désignons  par  e  l'unité  positive  ou  négative  selon  que  la 
quantité  indiquée  est  positive  ou  négative;  posons 

(27)  £#v(*a,  /»)=/,  4- 3«*,  -h*î<i  -h...~hzlt,n 

où /„,/,,..., /„  sont  des  nombres  entiers,   et    formons   la  norme  de 

l'expression  (27) 

(  28)        n  (*•  "+■  "a/i + *î*« +-  •  • + z*tn) = <; 

a=o 

alors  M  sera  un  nombre  entier  positif.  Il  est  donc  clair  que  l'expres- 
sion 

(29)  (/.+  zJK+...  +  zltn)e-z* 

diffère  aussi  peu  que  l'on  choisira  de  la  racine  positive  (n  -f-  i)i<me  de  la 
quantité 

a'1  ' 

que  Ton  peut  exprimer,  z0-h  zt  -K . .-+-  srt  étant  égal  à  la  fraction  ^  > 
comme;  il  suit 


(3o)  fâe   *—. 

Parlant,  l'expression 

V  < 

pour  chaque  indice  a  viendra  aussi  près  que  l'on  voudra  de  l'unité. 
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a. 


Les  combinaisons  £a — x— —  ,  qui   entrent  ici  comme  des  argu- 

ments  de  la  fonction  exponentielle,  sont  les  racines  de  l'équation,  dans 
laquelle  s'échange  notre  équation  par  une  substitution  qui  dans  la 
fonction  respective  résultante  fait  égal  à  zéro  le  coefficient  de  la  puis- 
sance rcieme  de  la   nouvelle  variable.   En   appliquant  l'interprétation 

usuelle  des  quantités  imaginaires,  évidemment  le  point l— —  est  le 

(  n  ■+-  i)  «0 

centre  de  gravité  des  points  correspondant  aux  racines  zQ1  zn  . . .,  zn. 

Par  suite  la  différence  za  — '— —  exprime  la  position  de  la  racine  ra 

par  rapport  au  centre  de  gravité  commun  de  toutes  les  racines. 

Si,  dans  l'expression  (3i),  nous  passons  de  la  fonction  exponentielle 
au  logarithme  naturel,  nous  obtenons  le  résultat,  que  l'expression 

(32)  log(^0  -h  zj{  ■+-...+  *&,)  —  -^  log-^ 

diffère  pour  une  valeur  convenable  de  m,  assez  peu  de  la  différence 

(33)  za—  .     ai  ..   • 

Pour  les  valeurs  réelles  za  l'argument  du  logarithme  est  réel;  pour 
les  valeurs  complexes  za  la  signification  du  logarithme  est  déterminée 
par  la  nature  de  la  relation  actuelle  et  donne  lieu  à  des  considérations 
pareilles  à  celles  qui  sont  exposées  dans  le  n°  2. 

Enfin,  il  importe  de  prouver  que,  l'indice  v  étant  fixé,  les  nombres 
entiers  positifs,  désignés  par  M,  doivent  croître  au  delà  de  toute  limite 
pour  des  valeurs  croissantes  de  m.  Voyons  ce  qui  suit  de  l'hypothèse 
que  le  nombre  M  ne  soit  jamais  supérieur  à  une  certaine  quantité  L. 
Supposons  que  dans  l'expression  (3i)  pour  une  valeur  m ',  plus  grande 
que  la  valeur  assez  grande  m,  les  nombres  /„,/,,...,  /„,  M  acquièrent 
respectivement  les  valeurs  l'0,  t'0  ...,  t'n,  M',  mais  que  le  nombre  M  soit 
égal  à  M.  Par  conséquent  l'expression 


/M 
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sera  rapprochée  de  l'unité  à  volonté.  Donc  le  module  de  la  différence 


(34) 


(  t0—  t'0)  4-  z%(t,  -  t\)  +  ...-t-z'ï(t„—t'„) 


le  facteur  e    L  "    "+1"'»l  étant  omis,  différera  également  de  zéro  d'une 
quantité  arbitrairement  petite,  pour  chaque  indice  a.  Mais  parce  que 

le  déterminant 

-       -■-  -ii 


(35) 


CD  = 


*  0         "  0 

;l      z  \ 

zn       Zn 

c'est-à-dire  le  produit 

(36)  ffl  =  n(*«-jïp), 

pris  par  rapport  à  tous  les  couples  d'indices  différents  a  et  (3,  est  par 
notre  hypothèse  différent  de  zéro,  on  peut  déduire  de  (34),  en  multi- 
pliant par  des  facteurs  convenables  et  en  faisant  addition,  n  -h  i  expres- 
sions 

CD(*r 


t'y) 


V  < 


oùy  =  o,  i,i,...,  n,  dont  les  modules  sont  nécessairement  aussi  petits 
que  l'on  voudra.  Mais  parce  que  ty  et  t'y  sont  des  nombres  entiers,  cl 
que  M  ne  surpasse  jamais  la  quantité  L,  cela  entraîne  les  n  -h  i  équa- 
tions exactes 


(37) 


'y       h 


Des  que  ces  équations  sont  dérivées  de  la  supposition  M'=  M,  et  que 
le  procédé,  par  lequel  sont  engendrés  les  nombres  /0,  /,,...,  tn,  si  l'on 
remplace  le  nombre  m  par  un  nombre  plus  grand  m'  convenable,  con- 
duit à  un  système  de  nombres  l'0,  /',,...,  t'n,  pour  lequel  les  modules  des 
différences  (23)  sont  plus  approchés  de  zéro,  il  est  impossible  que 
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les  (n-h  i)  équations  (87)  subsistent  en  même  temps.  Partant,  le 
nombre  correspondant  M'  ne  peut  pas  coïncider  avec  le  nombre  M  anté- 
rieurement déterminé.  Donc,  parce  que  le  nombre  des  entiers  positifs, 
moindres  que  L,  est  fini  et  que  le  procédé  en  question  peut  être  répété 
à  l'infini,  le  nombre  M'  doit  croître  au  deLà  de  toute  mesure,  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

4.  Les  réflexions  arithmétiques,  que  nous  allons  aborder  maintenant, 
demandent  la  distinction  entre  les  racines  réelles  et  complexes  con- 
juguées de  l'équation  f(z)  =  o.  S'il  y  a  le  nombre  p  de  la  première. 
iq  de  la  seconde  sorte,  nous  désignerons  les  racines  réelles  par 

Z\=Z0,  Ztj       •••5       ~'p—n 

les  racines  complexes  par 

■^[1        ==  %  pi        Zp+ll  •••!         ^p+q—Kl 

*[)■-+$  ~-' p+ql  % p+i+\  1         •••!         *p+2q-il 

où  Zy.  et  z^+q  sont  conjugués,  et  la  partie  imaginaire  de  2^,  divisée  par  /. 
est  positive.  Alors  on  a  les  équations 

(t0-hzitt      -h...  -hz£tn     =  uh 

(38)  \t0^-zv.t{     4-...-hsJ[f„     =  u^-hiu^q1 

\    'O      1      Z^q  t {  -\~  ...  -+-  Z^+q  tH  =   U^  l  Uy.+qi 

où  les  p  quantités  ii\  sont  positives,  les  q  quantités  «£  +  u*  différentes 
de  zéro.  Par  suite,  l'équation  (28)  prend  la  forme 

M 

(39)  u0  uK  u2...  up.x{up  -h  up+q) . . . (up+q_{  -H  u'2p+, q ... )  -  £5 • 

Or  introduisons  un  système  de  n  -+-  1  variables  réelles,  .c0,  x{ i •„. 

liées  avec  un  autre  système  de  variables  réelles  y0i)'\i  ■  •  •  ?.>'«  I,ar  un 
système  d'équations,  qui  correspond  exactement  au  système  l  38  }, 

l  x0  -+-  z\x{     ■+- . . .  -f-  Z\ xn     =  yi, 
(  iP  )  <  x0  ■+■  z]f,xK     ->- ...  -h  z\\xn     =  )\,  -f-  iyv. ,  q, 

x0  -+-  ~-p.t  qx !  -f-  . . .  -+•  Zp hq  xn  —  y^      /  \  a ,  y. 
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A  présent  choisissons  une  racine  déterminée  z\  ou  z^,  et  opérons 
distinctement  selon  les  deux  cas.  Mais,  parce  qu'il  n'y  a  pas  de  diffé- 
rence essentielle  entre  les  individus  des  deux  groupes,  remplaçons  Z\ 
par  s0,  zr„  par  zp.  Dans  le  premier  cas  fixons  l'attention  sur  tous  les 
systèmes  de  nombres  entiers  x0,  x,,. .  .xn,  qui  satisfont  aux  conditions 
que  L'on  ait 

(40     joj,  •••//.-.  (y;  +  rl+q)  ■  ■  ■(  yî+q^  +  y'Uiç-iX  -^ 

que  y0J  y„  ...,yp-,  soient  positifs,  et  que—  soit  contenu  entre—  et  i, 
—  entre  —  et  i,  . . .,  ^-£=1  entre  -£^  et  i .  Supposé  qu'il  n'y  ait  pas  de 

Jt'o  "o  y  a  ao 

racines  complexes,  ou  que  q  soit  égal  à  zéro,  ce  sont  les  inégalités  com- 
plètes dont  il  s'agit.  Si  q  diffère  de  zéro,  soit 

(  Jix+  iy^q  =  >v(cos?t*  +  ï'sin^), 
(  u^-h  iu^q—  .s[A(cos'|[X+  tsin^), 

les  quantités  rv  et  s^  étant  positives,  les  quantités  vj^  déterminées  de 
sorte  qu'elles  correspondent  à  la  partie  imaginaire  de  l'expression,  dans 
laquelle  se  change  (32)  pour  a  =  (j..  Cela  étant,  nous  ajoutons  les  condi- 
tions que,  pour  p  =  p,p  -+-  i,  . . .,  p  Hr  q  —  i,  le  quotient  -£  doit  être 
située  entre  —  et  i ,  et  que  la  variable  «p^  doit  être  comprise  entre  les 

"o 

valeurs  —  ta  et  ta;  par  conséquent  les  systèmes  définis  de  nombres 
entiers  sont  à  mettre  en  compte  autant  de  fois  que  le  domaine  respectif 
des  variables  x0,xn  . .  .  ,xfl  est  rempli  par  l'extension  signalée  des  \a- 
riables  ç„. 

Or  il  suit  directement  des  principes  des  intégrales  multiples  que  le 
nombre  S0  des  systèmes  définis  de  nombres  entiers  s'exprime  par  l'in- 
tégrale 

I  \  3  »  Q0  =  //  . .  .  dx0  dx , . . .  dxn , 

étendue  sur  le  domaine  défini  par  les  inégalités  mentionnées,  de  sorte 
que  le  rapport  de  S0  et  Q0  se  rapproche   de  l'unité.  Au  lieu  des  va- 
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riables  xQ,  x,, . . .  ,xa  introduisons  les  variables y0,  y ,,...,  yn.  On  con- 
clut d'abord  des  équations  (40)  que  l'élément  de  l'intégrale  actuelle 
se  change  dans  l'élément  dy0dy, .  ..dyn,  multiplié  par  le  quotient  des 
déterminants 

(44) 


lO 


où  le  déterminant  (D  est  formé  de  telle  sorte,  que  ledit  quotient  de- 
vienne positif.  Partant,  on  a  l'équation 

(45  )  Q.=  ^ff...dy.dy,...  dy„ 

qui,  à  l'aide  des  variables  définies  par  (42)>  se  change  dans  celle-ci 

(46)      Q0=  ^^fj-'-dy0dyt...dyp_1rpdrpdyp...rp+q„ldrp^_tdyp+9_l. 

Maintenant  remplaçons  les  variables  y,,  . .  -,jK/»-o  rpi  ■  •  •■>  rp+q-\  Par 
les  quotients 

d'où  il  vient 

(48)  Q,=  J±ljj...yP+:t<r-*dy0dril  ...dr\p^ppdppd<çp...pp+q_.tdpp+q_\dypJHl_[ 

le  nombre^  -+-  iq  —  r  étant  égal  à  n. 

L'intégration  demandée  par  rapport  à  la  variable  y0,  accomplie  de 

yQ  =  o  jusqu'à  une  valeur  positive  y0,  donne  le  facteur  ^— >  tandis  que 

la  juste  valeur  y0  est  déterminée  en  introduisant  les  variables  ('17) 
dans  l'inégalité  (41)'  de  sorte  qu'on  a 


(49)  rr  *i..--*) 


M 

•  •  •  'ip-i  fp  ■  •  •  rp*g  1    =  rt« 
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On  arrive  donc  à  l'équation 


r/'+7  -  »  ' 


où  toutes  les  intégrations  séparées  s'exécutent  conformément  aux 
inégalités  données.  Attendu  que  le  quotient  Y),  =  —  doit  être  étendu 

—  devient  égale  à  la  valeur  ab- 
solue  du  logarithme  naturel  de  la  fraction—-  Les  autres  intégrations 

Uq 

de  la  même  forme  donneront  des  résultats  semblables,  tandis  que  les 
intégrations  respectives  aux  variables  cp^  s'achèvent  immédiatement. 
En  désignant  par  £0  l'unité  positive  ou  négative,  telle  que  le  produit 
de  Ions  les  logarithmes  par  £0  devient  positif,  nous  obtenons  l'expres- 
sion définitive 

(5i)       |      °  (0       (  n  + .  )  a%  10S  V  "o  )         °8  V   "o    )      8  \  "o  ) 

Dans  le  deuxième  cas,  où  domine  la  racine  choisie  zp,  nous  considé- 
rons tous  les  systèmes  de  nombres  entiers  a?0,  xn  . . .,  x,n  qui  sont  as- 
sujettis aux  conditions  de  remplir  l'inégalité  (\i),  tandis  que  v„. 
vn  . . .,  y„-\  sont  positifs,  les  fractions 

,)o      .•  i  y p-\      ri>  +■  i  rp+<i  i 


comprises  respectivement  entre  l'unité  positive  <M  les  limites 


itn       a 


I  "  i>-\  »p  '  1  V  •  7      1 


et  les  variables  ç„  déterminées  comme  dans  le  premier  cas. 

Le  nombre  Sp  de  ces  systèmes  de  nombres  esl  représenté  dans  une 
approximation  de  la  sorte  indiquée,  par  l'intégrale 

(52)  Qp=ff. . .  dx9dx{ .  ..(lx„. 
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étendue    sur  le  domaine    considéré.    Par    l'emploi   des   variables  y0 
>'n   •••!  Yp-\i  rf»   T>P,  ■••?  rP+q-\<>  'îp^<i-n  elle  se  change  dans  la  sui- 
vante  : 


(53)  Qp=  ~-J  J  '-•dy0...dyp_irpdrpdy/,...rp+q  idrp^q_ld^ 
En  introduisant  les  quotients 


p+q-\ 


r     —  ^o»  ■•■>  —  <sj 


(54) 

/   '  /J-n   -,.  '  p-h</    î   

au  lieu  des  variables  y0,  . . .,  yp-ti  f'p+n  ■  •  -,  rp^_t/_n  il  vient  la  transfor- 
mation 

(55)  \QP=^ff...r^-'d,-pdZ0...^, 

X  dypGp±i  dapJrK  dyp+{  ...ap  hq„ ,  d(Xp+q_ ,  dypJH}_ , . 

En  intégrant  par  rapport  à  la  variable  /^  nous  acquérons  le  facteur 
— - — j  où  l'inégalité  (40  sert  à  la  détermination  de  /• 

(56)  C,^C1...^V,...V7_1-^- 

1    0 

Partant  il  vient 


(57) 


rfZ 


ï/'-l 


Vp-hi  ^p+q-t 


Les  intégrations  étant  exécutées  comme  auparavant,  e!  étant  désigne.' 
par  tp  l'unité  positive  ou  négative,  dont  l'apposition  fait  positif  le  pro- 
duit de  tous  les  logarithmes,  on  parvient  au  résultai 

Q    -,    (aO!_M t      /«. 

)l  i   K^y^yM^)** *r- 

Jour/i.  de  Math.  (',<  série).  Tome  II.  —   Fuse.  III,   lE  " 


236  LIPSCHITZ. 

11  paraît  clairement  que  les  expressions  trouvées  des  intégrales  Q0 
ri  Q  sont  composées  par  la  multiplication  des  logarithmes  des  quo- 
tients, qui,  pour  une  valeur  croissante  de  m  convergent  vers  des  com- 
hi liaisons  très  simples  des  racines  za.  Le  rapport  indiqué  entre  (32) 
cl  (33)  donne  les  rapprochements  requis,  que  nous  dénoterons  à 
l'aide  du  signe  de  l'égalité, 


M  — 


logf^i 


~'p—\  ~         ~'0  7 


MÎH5 


log 


>p+q-l 


oi>-    —      =  Z 


-p  -r-  ~>p+q 


-•p+q—\  ~î~  ~'/)  +  2<7  — 1 


loe'  "'-' 


~>n  ~y~  -S; 


■»/»-! 


log 


>/)+! 


■> /)-(-!  ~T~  -jp+rj+i 


log 


ZB-hSi 


»+,=  "J 


»+. 


~ /)  +  </- 1  «p  '2'/      1 


/>+?-' 


Moyennant  cela,  il  se  trouve  constaté  que  le  nombre  S0et  le  nombre  S/( 
des  systèmes  définis  de  nombres  entiers  sont  représentés  d'une 
précision  si  exacte  que  Von  voudra,  dans  le  sens  expliqué,  par  les 
expressions  algébriques 

/J+7~l  +  J/)-f-2?-l „     \  /  „      _  \  /_  _  \ 

-(I    /  \*p  ~'p<</J  *  •  •  V  *p+q-t  "P-H27-  I    '• 


(59) 


x 


S„  =  £, 


2'/ 


\I 


'p  +  "p+q  \  I  "/«-M  ~r  v/)+iy+i 


X  i 

X 


"/' i  7    -1  *T~    ;/)+2  7- 1  " p  ~l~  "p  +  q 


>p~+-  Zp+</\ 
2  / 


(-/>  ^/>-l-7,)---(^4-(y-l  "/»  -L>7       I    >• 
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Vu  ({lie  l'indice  zéro  peut  être  remplacé  par  les  indices  1,2,...,»—  1 . 
l'indice  p  par  les  indices/;  -+-  1 ,  . . .,  p  4-  q  —  1,  nous  obtenons  par  le 
changement  respectif  une  détermination  tout  à  fait  semblable  des 
p  nombres  S0,  S,,  ...,  S^,  et  des  q  nombres  Sp,  Sp+n  ....,  Sp+q.im  Or,  je 
ne  manquerai  pas  de  rappeler  votre  attention  sur  ce  fait,  que  le  nombre 
de  ces  nombres,  p  -+-  q,  surpasse  de  l'unité  le  nombre  des  unités  fon- 
damentales dans  la  théorie  des  nombres  complexes,  qui  découlent  de 
l'équation /(;;)=  o,  nombre  fameux  découvert  par  Dirichlet.  Dans  le 
cas  traité  séparément  de  p  =  o,  q  =  i,  il  n'y  a  que  le  seul  nombre  S0. 
I  )ans  le  cas  également  détaillé  de  p  =  2,  q  =  o,  il  est  clair  que  les  deux 
nombres  S0  et  S,  coïncident.  Dans  le  cas  général  on  rencontre  une 
relation  très  simple  entre  les  intégrales  Q0,  On  ...,  Q/>_(,  Qp7  . . ., 
ùp  -q-i,  qui  ont  servi  à  la  représentation  approximative  des  nombres 
S0,  S,,  . . .,  S/;_n  S/;,  . . .,  S/)+<7_,.  En  considérant  que  lesdites  intégrales 
sont  les  produits  du  facteur  commun 

^  M (Z    _  ,       )       (-  _-  ) 

par  des   unités  £0,  ...,  £,,+.,,_,,  et  par  des   produits  formés  dc<.   diffé- 
rences des  éléments  réels 

_  _  _  ■*/>  ~i~  ~^P+<J  -•/)+(/—  1  ~+~  -"/i-t-Jy  — 1 

-■t<-      *  n      •  •  •  1      -p- 1  ?  2        '         "  '  2  ' 

il  suit  d'un  théorème  algébrique  connu,  l'équation 

1  11  1 

(60)        -_+...+  ___  + 


*p+q  -1 --/>+//-  1 


qui  ramène  la  connaissance  de  la  valeur  de  chacune  de  ces  expressions 
à  la  détermination  de  toutes  les  expressions  restantes. 
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Application   de    la    théorie    des  fonctions    fuchsiennes 
cl  V étude  des   courbes  algébriques  ; 

Par  M.   G.   HUMBERT. 


1.  M.  Poincaré  a  démontré  qu'on  peut  toujours  exprimer  les  coor- 
données des  points  d'une  courbe  algébrique  en  fonction  fnchsienne  d'un 
paramètre  :  c'est  ce  résultat  capital  qui  a  servi  de  point  de  départ  an 
présent  Mémoire,  et  nous  a  permis  d'appliquer  aux  courbes  de  genre 
quelconque  les  principes  et  la  méthode  dont  nous  avons  fait  usage, 
dans  un  autre  travail,  pour  étudier  les  courbes  de  genre  un. 

On  connaît  la  relation  intime  qui  existe  entre  la  Géométrie  sur  une 
courbe  algébrique  et  la  théorie  des  intégrales  abéliennes  qui  appartien- 
nent à  cette  courbe  :  c'est  Clebsch  qui  a  mis  le  premier  cette  relation 
en  évidence  dans  son  beau  Mémoire  Sur  V application  des  fonctions 
abéliennes  à  la  Géométrie,  publié  au  Journal  de  Crclle,  t.  63;  il  esl 
revenu  sur  la  question,  avec  plus  de  détails,  dans  ses  Leçons  sur  la 
Géométrie,  recueillies  et  complétées  par  M.  Lindcmann. 

Il  résulte  de  ces  travaux  que  le  théorème  d'Abcl  et  les  éléments  de 
la  théorie  de  l'inversion  des  intégrales  abéliennes  de  première  espèce 
permettent  de  traiter,  d'une  manière  complète,  la  question  de  Fin  Ici 
section  d'une  courbe  algébrique  et  d'une  courbe  adjointe  quelconque, 
et  de  résoudre,  en  particulier,  dans  le  cas  des  courbes  adjointes,  le  pro- 
blème dit  des  courbes  de  contact. 

Pour  les  courbes  non  adjointes,  il  faut  introduire  en  outre  des  inté- 
grales de  troisième  espèce;  la  question  se  rattache  alors  au  problème 
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de  l'inversion  étendu,  et  Clebsch  ne  Fa  pas  traitée  d'une  manière  géné- 
rale, au  point  de  vue  géométrique. 

L'emploi  des  fonctions  fuchsiennes  nous  a  permis  de  combler  cette 
lacune,  sans  recourir  à  la  théorie  des  intégrales  de  troisième  espèce  : 
nous  avons  d'ailleurs  envisagé  la  question  de  l'intersection  d'une 
courbe  algébrique  et  d'une  courbe  quelconque,  adjointe  ou  non  ad- 
jointe, à  un  autre  point  de  vue  que  Clebsch. 

Clebsch  se  préoccupait  spécialement  des  relations  qui  lient  les  coor- 
données des  points  d'intersection;  nous  avons,  au  contraire,  examiné 
celles  qui  lient  les  paramètres  dont  dépend  l'équation  de  la  comité 
sécante,  soumise  à  certaines  conditions;  et  nous  avons  pu  ainsi,  dans 
le  problème  des  courbes  de  contact,  donner  non  seulement  les  pro- 
priétés des  systèmes  de  points  de  contact,  comme  l'a  fait  Clebsch  dans 
le  cas  particulier  des  courbes  adjointes,  mais  indiquer  la  forme  de 
l'équation  générale  des  courbes  de  contact,  et  en  déduire  des  pro- 
priétés géométriques  de  ces  courbes  elles-mêmes. 

Les  cinq  premiers  paragraphes  de  notre  travail  sont  consacrés  à  l'ex- 
position de  quelques  propriétés  importantes  des  fonctions  fuchsiennes 
et  thêtafuchsiennes  :  en  particulier,  on  démontre  au  §  III  une  proposi- 
tion purement  algébrique,  relative  aux  zéros  et  aux  infinis  d'une  fonc- 
tion fuchsienne,  proposition  identique,  au  fond,  au  théorème  d'Abel,et 
qui  joue  dans  notre  théorie  le  rôle  que  joue,  clans  la  théorie  des  courbes 
de  genre  un,  le  théorème  de  Liouvillc  sur  les  zéros  et  les  infinis  d'une 
fonction  doublement  périodique. 

Dans  les  §§  VI-X,  on  expose  les  principes  de  la  représentation  des 
coordonnées  des  points  d'une  courbe  à  l'aide  des  fonctions  thêtafuch- 
siennes, et  l'on  étudie  l'intersection  d'une  courbe  de  genre p  el  d'une 
courbe  adjointe.  On  est  ainsi  conduit  à  distinguer  deux  espèces  de 
courbes  de  genre  p. 

Dans  les  §§  \l-\ll,  on  aborde  la  question  de  l'intersection  d'une 
courbe  de  genre  p  et  d'une  courbe  quelconque,  et  l'on  traite  le  pro- 
blème général  des  courbes  de  contact. 

On  termine  enfin  par  l'étude  sommaire  de  quelques  courbes  spé- 
ciales, des  courbes  hypcrclliptiqucs  en  particulier. 

2.    Parmi    les   modes    de    représentation   en    fonctions   fuchsiennes, 
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indiques  par  M.  Poincaré  pour  les  coordonnées  des  points  d'une  courbe 
de  genre p,  celui  que  nous  avons  adopté  est  le  suivant. 

Soit  R0  un  polygone  fuchsien  de  la  première  famille  de  \p  cotés,  cl 
tel  que  les  côtés  opposés  soient  conjugués  :  tous  les  sommets  de  ce  po- 
lygone appartiennent  alors  à  un  même  cycle,  et  Ton  pourra  supposer 
que  la  somme  de  tous  les  angles  de  R0  est  égale  à  2it.  Un  tel  polygone 
définit  un  groupe  fuchsien  G,  et  il  sera  toujours  possible  de  déterminer 
les  paramètres  de  ce  groupe,  de  telle  sorte  qu'étant  donnée  une  relation 
algébrique  quelconque  f(x,  y)  =  o,  on  puisse  poser  x  =  F(z), 
y  =  cp (z),  F  et  9  étant  deux  fonctions  fuebsiennes  du  groupe  (  I. 

Remarque.  —  Soient  ab  et  a{  b,  deux  côtés  opposés  de  R0,  tels  que 
les  points  a  cl  b  correspondent  respectivement  aux  points  «,  et  bt  ;  il 
résulte  des  travaux  de  M.  Poincaré  que,  si  Ton  décrit  le  périmètre  du 
polygone  en  partant  de  a  dans  le  sens  ab,  le  côté  conjugué  sera  par- 
couru dans  le  sens  b.a.. 


I.  —    Fonctions  thètafuchsiennes  holomorphes 
du  premier  degré. 

5.  Soit  B(z)  une  fonction  thétafuchsienne  de  groupe  G,  holo- 
morphe  à  l'intérieur  du  cercle  fondamental,  et  de  degré  //?,  c'est-à-dire 

telle  que  l'on  ait,  (  z,  — — -  )  étant  une  des  substitutions  de  G, 

(I)  e(Ji±£)=e(«)(v,+«)»1 

en  supposant  Xrar  —  [jt.v  =  i . 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  la  somme  des  angles  du  poly- 
gone R0  étant  égale  à  2ic,  les  sommets  de  ce  polygone  ne  sont  pas,  en 
général,  des  zéros  de  la  fonction  0(-)  :  le  nombre  des  zéros  de  cette 
fonction  dans  l'intérieur  de  R0  sera,  d'après  une  formule  donnée  par 
M.  Poincaré,  égal  à  2m(p  —  i). 

Bien  que  M.  Poincaré,  en  étudiant  les  fonctions  qui  satisfont  à  l'é- 
quation (i),  ait  supposé  que  m  désignait  un  entier  supérieur  à  l'unité, 
la  formule  précédente,  dont  la  démonstration  ne  s'appuie  que  sur  la 
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relation  (i),  est  également  applicable  au  cas  m  =  i  :  la  fonction  thêta- 
fuchsienne  correspondante  est  alors  du  premier  degré. 

Il  est  facile  de  démontrer  l'existence  de  fonctions  thêtafuchsiennes 
liolomorphes  de  degré  un,  et  de  donner  une  expression  analytique  de 
ces  fonctions. 

Soient,  en  effet,  a  ,,  a?2,  x3  trois  fonctions  thêtafuchsiennes  holo- 

morphes  de  degré  m\  posons  x  =  —>)'=  —  '■  les  deux  fonctions  fuch- 

siennes  x  et  y  seront  liées  par  une  relation  algébrique /(a?,  y)  =  o, 
que  nous  écrirons  aussi /(x,,  x.2,  x3)  =  o. 

Il  est  aisé  de  déterminer  le  degré  de  cette  relation.  Soit  A-  le  nombre 
des  zéros  communs  aux  trois  fonctions  xn  x2,  xz  :  les  fonctions  x  el  y 
auront,  dans  R0,  im(p  —  i)  —  k  infinis,  ces  infinis  étant  d'ailleurs  les 
mêmes  pour  les  deux  fonctions,  et,  par  suite,  une  droite 


ax  -+-  by 


c  =  o 


coupera  la  courbe  f—  o  en  2.m(p  —  i  )  —  k  points  :  le  degré  de  cette 
courbe  sera  donc  im(p  —  i)  —  k. 

Il  n'existera,  comme  on  le  voil  aisément,  qu'un  cas  d'exception, 
celui  où  les  équations 

x{  s)  =  a?(a),  y\  s)=y(cc), 

y.  désignant  l'affixe  d'un  poini  quelconque  intérieur  à  l{„.  auraient, 
dans  l'intérieur  de  ce  polygone,  d'autres  solutions  communes  que  la 
solution  s  =  a. 

Si  nous  écartons  ce  cas  particulier,  nous  pouvons  dire  que  la 
courbe  /'—  o  est  de  degré  im(p  —  i)  —  A,  et  qu'à  un  point  de  cette 
courbe  ne  correspond,  dans  l'intérieur  de  R0,  qu'une  seule  valeur  d<- 
l'argument  r. 

I.   Cela  posé,  considérons  l'express 

Pi ./ .  y ,  dx         P(a v  -       '/'  :         ,   '/ 

(2)  \)(Z)=    rr, 7-   =    77- :       C,   —, X3  —j-  )» 

/,        as       ./.,<'i-  ■'  :•  -'a)  \       as  -  as 

où  IN./'.  \  )  est    le  premier  membre   de  l'équation   d'une  courbe  de 
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degré  n  —  3  [étant  posé  im(p  —  i)  —  k  =  n],  adjointe  à  la  courbe 

/=o. 

Il  est  clair  qu'on  a 

(3)  e(^r£)=e«(v^  +  «)a- 

Je  dis  d'ailleurs  que  6(~)  est  holomorphc  à  l'intérieur  de  R0  :  on 
voit  en  effet,  par  la  deuxième  expression  de  cette  fonction,  qu'elle  ne 
peut  devenir  infinie  que  pour  les  valeurs  de  z  qui  annulent  f'x. 

Or  on  a 

««■/Ï.+  Xzfx,  +  xJ'r3  =  nf=  o, 

rfs"'*' +  777^  +  77^  ^  =  °' 

/;3  (>t  -rr  ne  devenant  pas  infinis  dans  l'intérieur  de  R0,  les  valeurs  de  s 
qui  annulent^  vérifient  les  équations 

et,  par  suite,  annulent  le  déterminant  x,  -—  —  x2  -^>  à  moins  qu'on 

n'ait  à  la  fois/^  =  f'3i  =  /,'3  =  o. 

Dans  la  première  hypothèse,  le  numérateur  de  0  est  nul,  en  même 
temps  que  le  dénominateur,  ct  la  fonction  reste  finie;  dans  la  deuxième, 
deux  cas  pourront  se  présenter  : 

Ou  le  zéro  commun  des  fonctions  fri,fx,,f.r'3  sera  un  des  ^  zéros 
communs  à  xK,  x2,  x3,  ct  0(r)  reste  fini  pour  ces  valeurs  de  z,  comme 
le  montre  la  première  expression  de  la  fonction;  ou  le  zéro  commun 
sera  l'argument  d'un'point  douhle  de/,  argument  qui,  par  hypothèse, 
annule  l*(xn  x2,  x3),  et  0  reste  encore  fini. 

11  résulte  de  celte  discussion  que  0(r)  est  une  fonction  thêtafuch- 
sienne  du  premier  degré,  holomorphc  dans  l'intérieur  du  polygone  R0. 

Cherchons  maintenant  quels  sont,  dans  ce  polygone,  les  zéros  de  la 
fonction. 

En  partant  de  l'expression 

Jour  n.  de  Math.  (4e  série),  tome  II.  —  Fasc.  III,  1886.  3'2 


2'|4  G.     HUMBERT. 

el  en  remarquant  que  les  infinis  de  f'yi  c'est-à-dire  les  infinis  de  x  e1 
y,  ou  les  zéros  de  a?8,  n'annulent  pas  0(s),  on  voit  que  les  zéros  de  cette 
fonction  seront  : 

i°  Les  zéros  de  P(x,y)  n'annulant  pas/',  c'est-à-dire  ne  corres- 
pondant pas  à  un  point  singulier  de/:  leur  nombre  est  égal  à  celui  des 
points  communs  aux  courbes  P  =  o  et/=  o,  distincts  des  points  sin- 
guliers de  cette  dernière,  c'est-à-dire  à  -i(p'  —  i),p'  étant  le  genre  de 
la  courbe  f  =  o. 

■i°  Les  zéros  de  ~  qui  n'annulent  pas/,'..  Or  la  relation 

dx   f,,        dy   ,, 

dz~J*~]rdz~Jy  =  ° 

montre  qu'un  tel  zéro,  a0,  doit  annuler  (-p;  donc,  dans  le  voisinage  du 
point  z  =  a0,  x  cty  se  développent  en  série  de  la  forme 

i     /  X»  f  d-x 

x  =  x0-h  —  (x  —  x0) 


I#2\~         -0/     y  ^. 

^  =  ro  +  7^(y-7o)a 


d'où 

/O,  >')  =/(^o,7o)  -+-  A  (a?  -  ^0)2  -h  B(y  -7„)2  -h. . ., 
/;=2B(7-^y0)-h..., 

et  /,'  s'annulera  également  pour  z  =  a0.   Il  en  résulte  que  O(-)  n'a, 
dans  le  polygone  R„,  que  -i(p'  —  i)  zéros. 

Or  une  fonction  thêtafuchsienne  lioloinorpbe  du  premier  degré,  de 
groupe  G,  a,  dans  U0,  'i(p  —  i) zéros;  on  a  donc  p'  =  p,  et  la  courbe 
/  =  o  esl  de  genre  />.   \insi  : 

Trois  fondions  thêtafuchsiennes  xn  x2,  ./■.,,  de  degré  ///,  ayant  k 
zéros  communs  dans  le  polygone  générateur ;  et  telles  que  les  êqua- 

twns  — -j-T  =  -1— -  =  ~^-  n'aient  pas  dans  ce  polygone  d'autre 

•r,(a)  X2(a)  .î?3(a)  r  r     J  t> 

solution  que  z  =  a,  sont  liées  par  une  relation  algébrique  homo- 
gène /=  o  d'ordre  im(p  —  i)  —  k  et  de  genre  p. 

Les  arguments  des  points  autres  que  les  points  singuliers,  où  la 
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courbe  f  =  o  es/  coupée  par  une  courbe  adjointe  quelconque  d'ordre 
■im{p  —  i)  —  k  —  3,  50/^  /<?s  se/'os  d'«/*e  fonction  thêtafuchsienne, 
holomorphe  dans  le  cercle  fondamental  et  de  degré  un. 

5.  La  courbe  /=  o,  étant  de  genre  p,  admet  p  courbes  adjointes 
d'ordre  n  —  3,  dont  les  équations  sont  linéairement  distinctes  :  nous 
pourrons  ainsi,  en  partant  de  l'expression  (2),  former  jp  fonctions  thêta- 
fuchsiennes  liolomorplies  et  de  degré  un,  ô,,  82,  ...,  0^  qui  sont  évi- 
demment linéairement  indépendantes. 

Je  dis  que  toute  fonction  thêtafuchsienne  holomorphe  de  degré  un, 
6(^),  est  fonction  linéaire  et  homogène  des  précédentes. 

En  effet,  le  rapport  ,^{  >  étant  une  fonction  fuchsienne,  s'exprime 

rationnellement  en  fonction  de  x  et  y  (  '  ). 
On  peut  donc  écrire 

dx  P(x,  y) 


B(z) 


dz     /;. 


P(x,  y)  étant  une  fonction  rationnelle.  On  démontrerait  aisément, 
comme  dans  la  théorie  des  intégrales  abéliennes,  que  Q(s)  ne  peut 
rester  fini  dans  le  polygone  R0  que  si  P  est  un  polynôme  entier  et  la 
courbe  P  =  o  une  adjointe  à  la  courbe  /=  o,  de  degré  n  —  3. 


II.  —  Périodes. 
(y.   Soient  0,,  02,  ...,  0p  p  fonctions  thêtafuchsiennes  liolomorplies 


lu  premier  degré,  linéairement  distinctes. 


(')  On  a  en  effet,  en  désignant  par  u  une  fonction  fuchsienne, 
<p(«,  ■*')  =0,         ty(u,  y)—-  o, 

e  el  'l  étant  deux  fonctions  algébriques  :  u  est  donc  une  fonction  rationnelle  de  ./ 
et  de  y,  à  moins  qu'à  des  valeurs  #(«),  ,>'(*)  de  x  et  y,  correspondante  un  même 
point  de  la  courbe /=  o,  ne  corresponde  pins  d'une  valeur  de  //  :  ce  cas  ne  |>eiii 
se  présenter  que  si  les  équations  x(z)  =  a?(a),  y  (s)  =^(a)  ont,  dans  R0)  d'autres 
solutions  communes  que  z  =  a,  hypothèse  que  nous  avons  écartée. 
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Considérons  l'intégrale 


/V3H-CI 
Bk(z)dZl 


X  Z  -f-  fX 


étant  une  des  substitutions  du  groupe  G  :  cette  intégrale  a 
une  valeur  indépendante  de  z,  car 

en  vertu  de  (3). 

Soient  S, (z),  S2(z)  deux  substitutions  du  groupe  (i  :  on  a  identi- 
quement 


•.Sa  [S,  (s)]  ^S,(«)  ^SîlS.Wi 

J  Qtm(z)dz=f      Bk(z)dz+f  0,(zuh. 


(  )r  la  dernière  intégrale  est,  d'après  ce  qui  précède,  égale  à 

.8,(4 


.(  e*w 


sW*. 


Il  en  résulte  que,  en  désignant  par  S(s)une  substitution  quelconque 
du  groupe  G,  on  aura 

.SCI 


(4 )  T      6* (a )  dz  =  m  wA  +■  ni  a>k 


m,  m',  ...  étant  des  entiers,  et  wA,  co'A,...   désignant  les  valeurs  de 
l'intégrale  correspondant  aux  ip  substitutions  fondamentales  de  G, 

c'est-à-dire  aux  substitutions  qui  transforment  respectivement  l'un  dans 
l'autre  les  cotés  conjugués  du  polygone  R0. 

Si  au  lieu  de  0A  on  considère  une  autre  fonction  analogue  8/,  on  aura 
de  même 

/SU) 
Ol(z)dz  =  mw+  ni  (si)  ■+-..., 
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m,  ni,  ...  étant  les  mêmes  que  dans  la  relation  (4),  puisque  ers 
entiers  ne  dépendent  que  de  la  manière  dont  S  est  formée  à  l'aide  des 
substitutions  fondamentales. 

Les  quantités  wA  sont  évidemment  les  périodes  de  l'intégrale  abé- 
lienne  de  première  espèce 


I 


J y 


III.  —   Zéros  et  infinis  des  fonctions   fughsiennes. 

7.  Soit  F(z)  une  fonction  fuchsienne  quelconque  ftordre  u,  c'est- 
à-dire  ayant  p.  zéros  et  \l  infinis  dans  l'intérieur  de  R0. 


L'intégrale 


S 


1  %k(z)dz 

F(5)-« 


où  u  désigne  une  constante  arbitraire  et  0A  une  fonction  thêtafuch- 
sienne  holomorphc  du  premier  degré,  est  nulle  le  long  du  périmètre 
de  R0.  Soient  en  effet  ab  et  a,  b{  deux  côtés  conjugués  de  ce  polygone, 

tels  que,  par  la  substitution  (z,  -^ -  j  >  ab  se  transforme  en  at  b\. 

D'après  une  remarque  faite  au  n°  2,  si  Ton  décrit  le  périmètre  de  K0, 
à  partir  de  a,  dans  le  sens  ab,  on  décrira  le  côté  conjugué  de  ab  dans  le 
sens  bKaK.  La  partie  de  l'intégrale  relative  à  ces  deux  côtés  sera  donc 


rb  *k{S)dz       r1"  o,(: 

l-  Jn    ¥{z)-u        I      F(*, 


)dzt 


Soit  zt  le  point  de  Tare  aKb{  qui  correspond  au  point  r  de  l'arc  ab. 
On  a 

F(if)  =  F(*),       K(zK)  =  0A(z)(vz  -h  <*)»,       A,  -  dz{yz  -h  t*)"2 

et,  par  suite, 

h-(s)dz    _   0A-(J|)f/j| 
F(*)-«        F(*»)-«' 
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ce  qui  entraîne  i  =  o.  On  a  donc  aussi,  le  long  du  périmètre  de  R0, 


.1 


o. 


En  désignant  par  a,,  a2, . . . ,  a^les  (/.  zéros  de  F(cr)  —  u  compris  dans 
l'intérieur  de  R0,  il  vient  par  suite 

n  -      M«i)     .     M»*)     , 
°-  F'(«t)  "*"F'(a2)  ~i~"" 

Or,  si  clans  l'équation  F(a)  —  a  =  o,  on  considère  a  comme  une 
fonction  de  u,  on  a 

F'(a)c?a  =  du, 
et,  par  suite, 

o  =  0A(a,  )^a,  -+-  ()/,(  y...  )d«.2+- 

Faisons  varier  u  depuis  la  valeur  u  considérée  jusqu'à  une  valeur  //  , 
les  zéros- a,  ...  varieront  d'une  manière  continue  et  prendront  finale- 
ment les  valeurs  a',,  a'„, ...  ;  on  aura  donc 

(5)  o=  riBk(cct)doLt+  /'ai6A(a2)ûîâ2-h.... 

Jrx,  J^ 

Il  peut  arriver  que,  clans  leurs  variations,  une  ou  plusieurs  des  quan- 
tités a  sortent  du  polygone  R0  :  si  a',,  par  exemple,  est  en  dehors  de  ce 
polygone,  désignons  par  (3,  le  point  correspondant  dans  R0. 

On  a 

f  "'  8*<  :V/:  -  f\(  Z)dz  +  f  "'  0*(*)  ,/r. 

(  )r  la  dernière  intégrale  est  (§  II)  de  la  forme  mo)A  -h  /y/ 'w^  -+-  . . . . 
Si  donc  on  désigne  par  (3n[J2,...  les  zéros  de  F(z)  —  //'  compris  dans  1{„. 
il  \ ient 

r{i' 

/     (),,{:■  x/z  +■  /     0;,(  s  )rfz  +...  =  //w,  +  /('W/  +  .... 
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//,  h',  . . .  étant  des  entiers.  En  donnant  successivement  à  k  les  valeurs 

1,2,...,/?,  on  obtiendra/?  équations  de  cette  forme,  les  entiers  //,  h' 

étant  évidemment  les  mêmes  pour  toutes  ces  équations   On  a  ainsi 

i  2  /   o1(r)^  =  /^w,4-A'oy)+...4-/^-,)W(2/'-)); 

(G)  {  i     (l  =  I,2,...(x) 


2 


G,,  (V)  <£;  =  A co,  H-  A7  iù'p  -h . . .  -h  #2*-  '  '  w';  ^  " . 


Ces  relations,  si  l'on  se  reporte  à  l'équation  (2),  reviennent  mani- 
festement au  théorème  d'Abel,  relatif  aux  intégrales  de  première 
espèce. 

En  particulier,  on  peut,  dans  les  équations  (G),  supposer  que  a,. 
a2,  . . .  sont  les  zéros,  (3,,  (32,  ...  les  infinis  d'une  fonction  fuchsienne. 

Le  quotient  de  deux  fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes  de 
degré  m  est  une  fonction  fuchsienne  :  les  équations  (G)  rcsteul  donc 
vraies  si  l'on  désigne  par  a,,  a2,  . . .  les  zéros  d'une  de  ces  fonctions, 
par  [3,,  (32, . . .  ceux  de  l'autre. 

8.  On  peut  déduire  des  équations  (G)  un  théorème  dont  nous  ferons 
souvent  usage  : 

Toute  fonction  fuchsienne  d'ordre  p  —  k  peut  être  mise  de  k  -h  1 
façons  différentes  sous  la  forme  du  quotient  de  deux  fonctions  thê- 
tafuchsiennes holomorphes  du  premier  degré. 

Plus  généralement  : 

Soient  h  fonctions  fuchsiennes,  d'ordre  n,  ayant  mêmes  infinis. 
et  linéairement  distinctes  :  si  l'inégalité  p  -+-  h  —  n  >  o  est  vérifiée, 
chacune  de  ces  fondions  pourra  se  mettre,  de  p  -h  h  —  n  façons  dif- 
férentes, sous  la  forme  du  quotient  de  deux  fonctions  thêtafuch- 
siennes holomorphes  du  premier  degré . 

En  effet,  F,, . . . ,  FA,  étant  h  fonctions  fuchsiennes  (Tordre  n,  ayanl 
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les  mômes  infinis,  (3,,  [32, . . . ,  (3„,  la  fonction 

f(z)  =  uiFi  -+-  «2F2 h-  . . .  4-  wAFA  -+-  wA+J, 

où«n...  sont  des  constantes,  a  les  mêmes  infinis,  et  Ton  peut  disposer 
de  uit...  de  manière  à  l'annuler  pour  h  valeurs  quelconques  de  z, 

A, ,XA.  Soient  [/., , . . . ,  \xn_h  les  n  —  h  autres  zéros  de  cette  fonction. 

On  a 

f\(z)  £&  +  ...+  f\(z)dz  +  .. .  +  fV,\(z)dz  =  consi. 

(A- =  i,2,.../>); 

d'où,  en  dérivant  successivement  par  rapport  aux  quantités  variai  tics 

>.,.  .  .  .  ,  A/;, 

(7)        eA(xt)  +  eA(^)f;+...H-eA(H.n-A)%^=o, 

(7to)       0,(A2)  +  0A(^)^ +•••  =  <->,         (A-  =  i,2,.../>), 


Soit,  pour  fixer  les  idées,  p  —  n-h  h  =  2  :  les  quantités  fji  sont  au 
nombre  de/;  —  2;  les  équations  (7)  étant  en  nombre  p,  on  en  conclul 
que  les  déterminants  formés  avec  p  —  1  lignes  quelconques  du  Tableau 

0((a,)     8,(fx,)     G,  (a,)     ...     64  (>„_,) 


0,(A.)     Ô„(fO      0,(a;,_2) 

sont  nuls;  en  vertu  des  relations  (7  bis),  etc.,  on  obtient  de  même  des 
résultats  nuls,  en  remplaçant  dans  la  première  colonne  de  ce  Tableau  A, 
par  X2,  "X3,  . . .,  An.  Il  en  résulte  que  les  deux  fonctions  thêtafuchsiennes 
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holomorphes,  de  degré  un  et  linéairement  distinctes, 


20  1 


•(*)= 


•'(«)= 


».(«) 

8.(1*.) 

e,(«) 

f^(i*.) 

<>,-.(*) 

6r-.((*.) 

e,(«) 

».(m) 

9.(2) 

ô.d*,) 

rV(--) 

Wi*.) 

•  J  \fp- 


°.(Fp-0 


Mf^-a) 


s'annulent  pour  z  =  Xn . . .,  XA,  p., , 

Les  rapports  77— (j  77^  sont  ainsi  holomorphes  dans  l'intérieur  du 

polygone  R0,  et  ce  sont  évidemment  des  fonctions  thêtafuchsiennes  du 
premier  degré,  O0  et  O0.  On  a  donc 


/\"V  A.  A 


Une  telle  égalité  subsiste,  quelles  que  soient  les  constantes  un  w2,  ... 
et,  en  particulier,  si  elles  sont  toutes  nulles,  sauf  une,  c'est-à-dire 
si  f(z)  se  réduit  à  F,  (2),  F2(z),  . . .,  FA(z).  c.  0.  f.  d. 

9.  Les  équations  (6)  montrent  qu'on  ne  peut  pas  se  donner  arbi- 
trairement les  zéros  et  les  infinis  d'une  fonction  fuchsienne;  p  de  ces 
quantités  sont  déterminées  par  les  autres. 

De  môme  on  ne  pourra  choisir  arbitrairement  plus  de  im(j>—i)—  p 
des  'ini (p  —  1)  zéros  d'une  fonction  thêtafuchsienne  de  degré  m. 

Il  existe  pourtant  un  cas  d'exception  :  pour  le  découvrir,  supposons 
qu'on  puisse  former  une  fonction  thêtafuchsienne  holomorphe  de  de- 
gré m  s'annulantpour  im(p  —  i)  —  p-\-i  zéros  arbitrairement  choisis, 
X,,  X2,  — 

Soient  u.n  (/.j, .. .,  \xp_i  les  p  —  1  autres  zéros;  on  aura,  en  différen- 
tiant  successivement  par   rapport  aux  variables  X  les  équations  du 

Jourii,  de  Math.  (.',•  série),  tome  II.  —  Fasc.  III,  188G.  3$ 
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théorème  d'Abel 

(8)    o  =  9A(X,)-f-QA(F,)^-+---+-M^-.)%f    (*  =  i,V..,/0- 

Les  équations  (8)  étant  au  nombre  de  p  et  les  quantités  jj-  au  nom- 
bre rie  y;  —  i,  le  déterminant  de  ces  équations  est  nul,  et,  par  un  rai- 
sonnement identique  à  celui  qu'on  a  fait  plus  haut,  on  voit  que  tous 
les  zéros  de  la  fonction  tbétafuchsienne  de  degré  m  considérée  annu- 
lent une  fonction  thêtafuchsienne  holomorpbe  de  degré  un.  On  a 
donc  m  =  i . 

Cette  condition  nécessaire  est  aussi  suffisante,  car  une  fonction  thê- 
tafuchsienne  holomorpbe  du  premier  degré  étant  de  la  forme 

a,  8,  -h  aA2  -+-. .  .4-  apbp 

pourra  avoir  p  —  i  zéros  quelconques,  et  les  autres  zéros,  déterminés 
par  les  précédents,  sont  en  nombre  i(  p  —  i)  —  (p  —  i)  =  p  —  i . 


IV.  —  Fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes. 

10.  On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  le  nombre  M  des  fonctions 
thêtafuchsiennes  holomorphes  de  degré  m,  linéairement  indépendantes, 
c'est-à-dire  le  nombre  de  ces  fonctions  au  moyen  desquelles  toutes  les 
autres  s'expriment  linéairement. 

(  )n  aura  évidemment,  puisqu'une  telle  fonction  a  2m(p  —  i)  zéros 
dans  l'intérieur  du  polygone  R0,  et  que  p  de  ces  zéros  sont  déterminés 
en  fonction  des  autres  par  les  relations  (G) 

M     :>.///{  p  —  i)—  p  -h  i; 


('<))  ou 

f  M<(2/«-  i)(/>-  i). 
D'un  autre  côté,  trois  fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes,  de 
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degré  m,xnx2,  x3,  n'ayant  aucun  zéro  commun,  sont  liées  par  une 
relation  algébrique  f(xnx2,x3)  =  o,  de  degré  im(p  —  i)  ou  n,  et 
de  genre  p  (§  I).  Une  courbe  P  =  o,  de  degré  n  —  3,  adjointe  à  la 
courbe/=  o,  coupe  cette  dernière  aux  points  singuliers  et  eii2(/j  —  i  | 
autres  points;  par  ces  points  et  les  points  doubles  de/  =  o,  dont  le 

nombre  est  égal  à  — — - — p,  faisons  passer   des  courbes  de 

degré  n  —  2  :  leur  équation  générale  renfermera,  sous  forme  linéaire 
et  homogène,  un  nombre  de  paramètres  arbitraires  au  moins  égal  à 

n  —  p  •+•  1  =(zm  —  i)(p  —  1). 
Soit  G/=  o  l'équation  de  Tune  d'entre  elles  :  la  fonction  de  3 


e,oo 


Ct-|>i(s),3?a(g),  a?3(3)1 
P[Xi{z),  ce2(z),ces{s)] 


est  évidemment  une  fonction  thètafuchsienne  de  degré  m  ;  elle  esl 
d'ailleurs  holomorphe  clans  le  polygone  R0,  puisque,  par  hypothèse 
les  zéros  du  dénominateur  annulent  le  numérateur.  On  pourra  former 
ainsi  (2m  —  i)(p  —  1)  fonctions  thêtafuchsiennes  hoiomorphes  de 
degré  m  :  je  dis  qu'elles  sont  linéairement  indépendantes. 
S'il  existait  en  effet  une  relation  de  la  forme 

'ï.aiQ,==  o, 
on  en  tirerait 

2aiCi[xi(z)i...]  =  o 

et,  par  suite,  la  fonction  2a/Q(#(,  x.2,  x3)  s'annulantcn  tous  les  points 
de  la  courbe  /=  o,  on  aurait  identiquement,   quels   que  soient  xn 

'  _■  j  ■*■  3  > 

2afC/(a?,,  o?2,a?3)=  A/, 

A  désignant  un  polynôme  entier  en  a?,,a?2,a?3;  mais  les  polynômes  C, 
étant  de  degré  n  —  2,  et  /de  degré  //,  A  est  nul,  <i  Ton  arrive  ainsi  à 

relation   linéaire  et  homogène  entre  les  polynômes  C,-,  ce  qui  est 

contraire  à  l'hy  pothèse. 


(<>) 
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On  a  donc 

M>(2/rc-i)(>  -  0 

et,  par  suite,  d'après  (9), 

(10)  M  =(27/1  —  \){p  —  1). 

Cette  formule  n'est  pas  vraie  pour  m  =  1,  parce  que  l'inégalité  (9) 
n'est  plus  exacte  :  p  —  1  seulement  des  zéros  sont  alors  déterminés  par 
les  autres  comme  on  l'a  vu  au  n°9.  On  a  dans  ce  cas  M  =p- 

11.  Il  résulte  de  la  valeur  de  M  pour  m  ^>  1  qu'on  peut  toujours 
former  une  fonction  tliètafuchsicnne  holomorphe  de  degré  m  ayant 
pour  zéros  2,m(p  —  i)  —  p  quantités  choisies  arbitrairement;  les  p 
autres  zéros  sont  liés  aux  précédents  par  les  p  équations  (G). 

Peut-on  en  déduire  qu'inversement  im^p  —  1)  quantités  satisfai- 
sant à  ces  équations  sont  les  zéros  d'une  fonction  thètafuclisicnnc  holo- 
morphe de  degré  m'I  Pour  que  cette  conclusion  soit  légitime,  il  faut 
évidemment  démontrer  que,  les  valeurs  \  de  2m(p  —  i)  —  p  de  ces 
quantités  étant  données,  les  équations  (6)  fournissent,  pour  les  /; 
autres  jjl,  un  seul  système  de  valeurs,  ou,  s'ils  en  fournissent  plusieurs, 
qu'il  existe  toujours  une  fonction  thêtafuchsienne  holomorphe  <le 
degré  m  s'annulant  pour  les  valeurs  ~k  données  et  pour  les  valeurs  u. 
d'un  des  systèmes  correspondants. 

Nous  sommes  ainsi  conduit  à  la  discussion  des  équations 

/\(*)«&  +  f\(*)«fe-K.. 
-h       Qk(z)dz  +  ...+  /     9A(*)d*  =  Àa>A-K..  (A-  =  1,2,  ...,/>). 

•'Pi  J?r 

a,,  ...,  {$,,  ...,  $p  désignent  les  zéros  d'une  fonction  thêtafuchsienne 
holomorphe  et  de  degré  m,  donnée,  et  quelconque  d'ailleurs. 

On  obtient,  en  différentiant,  les  équations  aux  différentielles  totales 

o  =  ^X1OA(XO  +  rfXa0A(X2)  +  ...  +  fl?HL10A((xl)-4-...4-c?{jLp8A(|xp) 

(A'  =1,2,  ...,/>). 
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On  démontrerait  sans  difficulté,  en  suivant  la  marche  adoptée  par 
M.  Briot  pour  la  discussion  des  équations  différentielles  abéliennes, 
qui  sont,  au  fond,  identiques  aux  précédentes,  que  les  relations  (G) 
fournissent  généralement,  siX,,X2,  ...  sont  donnés,  un  seul  système 
de  valeurs  de  [x,,  ...,  ij.p  :  toutefois,  pour  certains  systèmes  spéciaux 
de  valeurs  des  X,  s  des  quantités  j/.,  a,,  . . .,  u.s  peuvent  être  choisies 
arbitrairement;  les  autres  sont  déterminées  sans  ambiguïté  en  fonction 
des  précédentes  et  des  quantités  X.  |xn  . . .,  y.p  sont  alors  des  zéros 
de  s  fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes  de  degré  un,  linéaire- 
ment distinctes. 

Or  nous  verrons  plus  loin  (§  VIII)  que,  dans  ce  cas,  on  peut  former 
s  H-  i  fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes  de  degré  m  s'annulant 
pour  z  =  X,,X8,  —  On  pourra  donc  former  une  telle  fonction  stimu- 
lant en  outre  pour  z  =  {/.,,  |x2,  . . .,  [A,,  et  les  autres  zéros  de  cette  fonc- 
tion seront  nécessairement,  d'après  (6),  les  quantités  f/.,+),  . . .,  [*.p. 

Il  est  donc  permis  d'énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  im(p  —  i)  quantités  a,,  a2, ...  satisfont  aux  relations 

/•Pi  r?> 

/     0/((z)dz  -+-  /     BA(z)dz  -h...=  h(ùk  H-.. . 
(A- =  1,2,  ...,/?), 

où  -(3,,  (32,  ...  sont  les  zéros  d'une  fonction  thêlafuchsienne  holo- 
morplie  de  degré  m,  il  existe  toujours  une  semblable  fonction  ad- 
mettant pour  zéros  les  quantités  a4,  a2,  .... 

Remarque.  —  Dans  le  cas  de  m^>  i,  on  pourra  toujours,  en  vertu 
de  la  formule  (io),  former  s  fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes 
de  degré  m,  linéairement  distinctes,  ayant  pour  zéros 

im(p  —  i)  —  p  —  s  -+-  i 

quantités  données,  et  en  général  on  ne  pourra  en  former  que  s. 
Mais  il  peut  se  présenter  des  cas  d'exception  que  nous  étudierons  plus 
loin  au  point  de  vue  géométrique;  nous  nous  bornerons  à  énoncer  pour 
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l'instant  la  proposition  suivante,  qui  se  déduit  immédiatement  du  théo- 
rème du  n°  8. 

Si  s-hp  fonctions  thêlafuchsiennes  holomorphcs  de  degré  m. 
linéairement  distinctes,  ont  im(p  —  i)—  p  —  s -h  i  zéros  communs. 
elles  sont,  de  p  manières  différentes,  proportionnelles  à  des  fonc- 
tions thêtafuehsiennes  de  degré  un. 

Y.  —  Expression  des  fonctions  fuciisiennes  a  l'aide  des  fonctions 

THÈTA.FUCHSIENNES  HOLOMORPHES. 

12.  Soit  F(z)  une  fonction  fuchsienne  d'ordre  n,  admettant  les  zér<  >s 
an  a.,,  .  . .,  a„  et  les  infinis  pn  f2,  . . .,  p„. 

l>r(»l)osoiis-iious  de  mettre  F(r)  sous  la  forme  du  quotient  de  deux 
fonctions  thêtafuehsiennes  holomorphesi 

Il  est  d'abord  évident  que  ces  deux  fonctions  devront,  en  général, 
avoir  des  zéros  communs;  car,  s'il  en  était  autrement,  on  aurait,  eu 
désignant  leur  degré  par  a.  n  =  2u,(/>  —  i),  et  n  serait  divisible  par 

Supposons  n  compris  entre  les  nombres 

*([>•  —  OCp  —  0   el   ^(p  — 0? 

deux  cas  seront  à  distinguer  suivant  le  signe  de  la  différence 

■±<ja  p  —  i)—n  -p. 

Premier  cas  :  i\k(p  —  \)  —  n—p>o.  --  On  pourra  former  une 
fonction  thêtafuchsienne  holomorphe,  de  degré  a.  9,  ayant  pour  zéros 
les  Va  quantités  P„p2,...,PB,  et  n\t.(p  —  i)— n-p  autres  quantités 
qu'on  peut  choisir  arbitrairement,  X,,Xa, ...;    nous  désignerons  par 

p,,  p2,  . . .,  p,  les  />  derniers  zéros  de  9<  s). 

Je  dis  maintenant  qu'on  peut  former  une  autre  fonction  holomorphe 
de  degré  u-,  0O(-),  ayant  pour  zéros  : 

i°  Les  n  zéros  de  F(s),  a,,  a, st.; 

2°  Les  2  m(p  —  i)—  n  — J»  quantités  Xn  X2,  ...: 

3°  Les  p  quantités  p,,  ps, 


fp- 
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Il    suffit   en    effet    de    démontrer,    puisque    (i,,  ...,  fi,n  X,,  A., 

pn  ...,  pp  sont  les  zéros  d'une  fonction  thêtafuchsienne  holomorphe  <!<• 
degré  ix,  qu'on  a  les  relations 

-P 


Ç\k(z)dz+...+  C"<)k(z)Jz+  f^k(z)dz 

*J 1.  *s ri-  <J\. 


ou 


-H  Ç\k{Z)dz  +  ...+  f?P^(z)dz  =  h(àk  +  ... 
(h  =  1,2,  ...,p) 

/      8A(2)ûfe+...+   /      ^z)dz  =  h(ùk  +  .... 

Or  ces  dernières  relations  sont  vérifiées,  puisque  par  hypothèse 
a,,  ...,a„  sont  les  zéros,  [3 ,,...,  $a  les  infinis  d'une  fonction  fuchsienne 

F(s).  La  fonction  fuchsienne  -°  (z)  aura  par  suite  mêmes  zéroset  mêmes 

infinis  que  F(z),  dont  elle  ne  différera  que  par  un  facteur  constant. 

Second  cas  :  2[k(p  —  i)  —  n  —  p  <  o.  —  En  ce  cas,  il  sera  géné- 
ralement impossible  de  mettre  F(r)  sous  la  forme  du  quotient  de  deux 
fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes  de  degré  ]x\  mais  on  pourra 
employer  deux  fonctions  de  degré  \t,  -f-  i  :  en  vertu  du  raisonnemenl 
précédent,  il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  vérifier  la  condition 


ou 


2(jj.+  \)(p  —  i)  —  n—  p>o 
■2[x( p  —  i)  —  n  -h  p  —  2  >o. 


Or  cette  inégalité  est  vraie,  puisque  par  hypothèse  n  est  inférieur 
à  2[L(p  —  i)  et  que  p  est  au  moins  égal  à  2. 
En  ce  cas,  on  aura 

H0  et  0  étant  deux  fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes  de  degré 
pt-t-i,  ayant  2([x -h  i)(p  —  i)— /*  zéros  communs,  parmi  lesquels 
2(0.  _(-  j)(yo  —  1)  —  n  —  p  peuvent  être  choisis  arbitrairement. 
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Considérons  maintenant  deux  fonctions  fuchsiennes,  F  et  F',  ayant 
mêmes  infinis  :  il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'on  pourra  les  mettre 
sous  la  forme 

F=%',        F'=^, 

o  e 

0O,  0'o,  0  étant  des  fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes. 

Remarque.  —  Les  raisonnements  précédents  montrent  que,  si  // 
quantités  a  sont  liées  à  n  quantités  [3  par  les  relations 

I     Qk(z)dz-h. . .+  /     Qk(z)dz  =  Ao)A-h  h'iù'k-h..., 

on  pourra  former  une  fonction  fuchsienne  d'ordre  n  admettant  les 
quantités  (3  comme  zéros  et  les  quantités  a  comme  infinis.  Il  est  clair 
d'ailleurs  qu'on  ne  peut,  à  un  facteur  constant  près,  en  former  qu'une 
seule. 

VI.  —  Expression  des  coordonnées  des   points 
d'une  courbe  algébrique. 

15.  Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  algébrique  de  genre/; 
peuvent,  comme  l'a  montré  M.  Poincaré,  s'exprimer  en  fonction  fu- 
chsienne d'un  paramètre,  le  polygone  R0  générateur  ayant  \p  côtés 
et  étant  déterminé  comme  nous  l'avons  rappelé.  On  pourra  toujours, 
par  un  choix  convenable  des  axes  de  coordonnées,  faire  en  sorte  que 
les  fonctions  fuchsiennes  de  z  qui  représentent  les  coordonnées  ./• 
et  y  aient  mêmes  infinis;  soit  /ileur  ordre  commun. 

oc  (  z }  v  (  z  \ 

Nous  supposerons  que  les  équations  -j-t  —     Y  \  —  *  n'ont,   dans 

x  ( a  )      y  ( a  ) 

le  polygone  R0,  d'autre  solution  commune  que  la  solution  z  =  oc  :  la 
courbe  S,  décrite  par  le  point  (x,y),  est  alors  de  degré  n  (§  I). 
Soient 

aty-OCP-O     ct     2K/>-0 

les  deux  multiples  consécutifs  de  'i{p  —  i)  qui  comprennent  n.  On 
pourra,  d'après  les  résultais  du  paragraphe  précédent,  mettre  x  et   y 
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sous  la  forme 

0„  _  e;, 

0'  y  ~  ë"; 


a;  =  -• ,        j 


les  fonctions  thètafuchsiennes  holomorphes  0,  0O,  0n  étant  de  degré  u. 
ou  [x  +  i  suivant  le  signe  de  la  quantité  i\k(p  —  \)  —  n  —  p. 
Si  l'on  a 

iu.(p  —  i)  —  n  —  p^o, 

les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  de  degré  n  et  de  genre  p 
pourront,  en  coordonnées  homogènes,  être  représentées  par  trois  fonc- 
tions thètafuchsiennes  holomorphes  de  degré  [/.;  on  ne  pourra  em- 
ployer, en  aucun  cas,  pour  cette  représentation,  des  fonctions  de  degré 
[x  —  i ,  parce  que  le  degré  d'une  courbe  ainsi  définie  serait  au  plus  égal 
à  2(jx  —  i)(p  —  i),  quantité  inférieure  à  n  par  hypothèse. 
Si  l'on  a 

2[a(/>-  i)-/i  —  p<o, 

les  fonctions  thètafuchsiennes  holomorphes  de  la  représentation  seront, 
en  général,  de  degré  fx  -f- 1;  toutefois,  pour  certaines  courbes  spéciales 
de  degré  n,  on  pourra  employer  des  fonctions  de  degré  [x,  puisque,  par 
hypothèse,  2[x(jd  —  i)  est  égal  ou  supérieur  à  n. 

Il  en  résulte  que  les  coordonnées  x,,  x.2,  x3  des  points  d'une  courbe 
algébrique  de  genre  p  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

(R)     xi=afQl  -h  a?Qt-h...  4-a&_iH/>-i>*Worp-o        0'=i»2?  ">  >• 

0n  02,  ...  désignant  (2[x  —  i)(p  —  i  )  fonctions  thètafuchsiennes 
holomorphes  de  degré  fx  linéairement  distinctes;  et  a'{\  ...  des  con- 
stantes. 

Inversement,  toute  courbe  représentée  par  des  équations  de  la  forme 
(R)  sera  du  degré  2|x(/ï  —  i)  —  &,  k  désignant  le  nombre  des  zéros 
communs  aux  trois  fonctions  xn  x2,  x3,  à  condition  toutefois  que  les 
équations 


n'aient  dans  R0  d'autre  solution  commune  que  z  =  a, 

A»«/v/.  rfe  .VaM    (V  série),  lome  II.  -  Fasc.  III,  1886.  34 
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La  courbe,  en  ce  cas,  sera  de  genre  p,  comme  il  résulte  des  considé- 
rations développées  au  §  I. 


VII.  —    Intersection  d'une   courbe  de  genre  p 

ET    D'UNE    COURBE    ADJOINTE. 

14.  Soient  .r,,  x2,  x3  trois  fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes  de 
degré  [/>  ayant  k  zéros  communs.  Proposons-nous  d'étudier  la  courbe  S 
décrite  par  le  point  (xt,  .r2,  x3). 

Nous  avons  fait  l'hypothèse  que  les  équations 

•'  1  'v\  ^1  *  1 

n'ont,  dans  l'intérieur  du  polygone  générateur  de  \p  côtés,  R0,  pas 
d'autre  solution  commune  que  z  =  a  :  cette  hypothèse  ne  restreint  pas 
la  généralité,  car  on  démontre  sans  grande  difficulté  que,  si  elle  nVsl 
pas  vérifiée,  la  courbe  S  est  de  genre  inférieur  à  p\  les  coordonnées  de 
ses  points  peuvent  donc  s'exprimer  à  l'aide  de  fonctions  thêtafuch- 
siennes de  genre  inférieur  à  p  ('  ). 


(')  On  peut  s'en  rendre  compte  de  la  manière  suivante.  Supposons  que  la  con- 
dition dont  il  s'agit  ne  soit  pas  remplie,  et  qu'à  un  point  de  la  courbe  S  corres- 
pondent, dans  R0,  deux  valeurs,  par  exemple,  de  l'argument  z.  Si 

est  l'équation  d'une  courbe  de  degré  n  —  3  adjointe  à  S,  on  voit,  comme  au  §  1. 
que  la  fonction 

P(.r,,  .r2,.f,)  (       </.i2  dx\ 

Kz)~ A Vr'  Tz  -*'  £ 

est  une  fonction  thêtafuChsienne  holomorphe  de  degré  un,  avant  par  suite 
i(p —  1)  zéros  dans  R0.  Or  parmi  ces  zéros  figurent  les  valeurs  qui  annulent  V 
sans  annuler/^.,,  c'est-à-dire  les  arguments  qui  correspondent  aux  points  non  sin- 
guliers où  P  coupe  S.  Si  p'  est  le  genre  de  S,  ces  points  sont  en  nombre  égal  à 
a(/?'— l)   et  les  arguments   correspondants   sont  au  nombre  de  (\{j>       r),  On  a 
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.Nous  supposerons  de  plus  que  les  fonctions  x n  x2,  xa  ne  sont  ni  de 
degré  un,  ni,  ce  qui  revient  au  même,  proportionnelles  à  des  fonctions 
thêtafuchsiennes  holomorphes  de  degré  un  :  nous  aurons  à  étudier  en- 
suite le  cas  où  il  en  serait  autrement. 

Dans  cette  hypothèse,  je  dis  qu'il  n'existe  que  (2(j.  —  i)(p  —  i  )  ■  /, 
fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes  de  degré  fj.,  linéairement  dis- 
tinctes, et  s'annulant  pour  les  valeurs  a,,  a2, .  . . ,  aA  des  k  zéros  com- 
muns à  xnx2,x3  :  en  effet,  s'il  existait  davantage,  xnx.,,x3  seraient 
proportionnels  à  trois  fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes  de 
degré  un  (§  IV,  Remarque). 

De  même,  il  n'existe  que  [2  (fi./*  4-  p)  —  i\{p  —  1)  —  h  k  fonctions 
thêtafuchsiennes  holomorphes  de  degré  ixh  -+-  p  linéairement  distinctes, 

et  admettant  au  degré  de  multiplicité  h  chacun  des  k  zéros  a, aA; 

car,  s'il  en  existait  un  plus  grand  nombre,  on  voit  qu'en  désignant 
par  Gp  une  fonction  thêtafuchsienne  quelconque  holomorphe  de  degré  p, 
les  fonctions  x\  0p;  a?*-,a?20p;  a?*~'a?30p,  qui  admettent  h  fois  chacun 
de  ces  zéros,  seraient  proportionnelles  à  trois  fonctions  de  degré  un;  il 
en  sciait  par  suite  de  même  de  xn  x.2,x3. 

15.  L'étude  des  systèmes  de  points  communs  à  une  courbe  algé- 
brique et  à  ses  courbes  adjointes  constitue  une  des  théories  les  plus 
importantes  delà  Géométrie  sur  une  courbe;  elle  repose,  comme  lu 
fait  voir  Clebsch,  sur  le  théorème  d'Abel  relatif  aux  intégrales  de 
première  espèce. 

L'emploi  des  fonctions  thêtafuchsiennes  va  nous  permettre  de  re- 
trouver simplement  la  plupart  des  résultats  connus  de  cette  théorie,  et 
d'en  démontrer  de  nouveaux. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  désignerons  par  S  la  courbe  de  genre  // 
•  'I  de  degré  n  =  2  p.(p  —  1)  —  k  décrite  par  le  point  x,  (z ),  .r_,  (  'z  ). 
#3(2);  par  a,, . . .  ,  aA.  les  A"  zéros  communs  à  ./,,  ./•.,  x%. 

Les  propositions  suivantes  mettent  en  évidence  la  relation  simple 

donc 

4(/?'-l)<2(/?-l), 
et  par  suite 

P'<P 
dèi,  que  i>  dépasse  1 . 
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qui  lie  la  théorie  des  zéros  des  fonctions  thôtafuchsienncs  et  celle  de 
rintersection  d'une  courbe  algébrique  avec  ses  courbes  adjointes. 

I.  Soit  G  une  courbe  adjointe  à  S  d'ordre  n  -h  q  —  3;  les  argu- 
ments des  points,  autres  que  les  points  singuliers,  communs  à  cette 
courbe  et  à  S,  annulent  une  fonction  thêtafuchsienne  Iiolomorphe 
(-)(:  ),  de  degré  p.q  -h  i,  les  autres  zéros  de  cette  fonction  sont  les 
quantités  a,, .  . .  ,  aA,  chacune  au  degré  q  de  multiplicité. 

Inversement  : 

Soit  Q(z)  une  fonction  thêtafuchsienne  holomorphe  de  degré 
u.q  -h  i ,  admettant  comme  zéro  multiple  d'ordre  q  chacune  des  quan- 
tités a,, . . . ,  aA;  les  autres  zéros  de  cette  fonction  sont  les  arguments 
des  points,  autres  que  les  points  singuliers,  où  la  courbe  S  est  coupée 
par  une  courbe  adjointe  de  degré  n  -+-  q  —  3. 

En  effet,  C(a?,,  x2,  x3)  —  o  étant  l'équation  d'une  courbe  adjointe 
de  degré  n  -+-  q  —  3,  les  arguments  des  n{n  -h  q  —  3)  points  où  celle 
courbe  coupe  S  annulent  la  fonction  C[xf  (z),  x.,(z),  x3(z)],  qui  admel 
de  plus  les  zéros  a,, . . . , aA,  chacun  au  degré  n  -+-  q  —  3  de  multiplicité. 
Cette  fonction  n'a  pas  d'autres  zéros  dans  le  polygone  R0,  car  ceux 
dont  nous  venons  de  parler  sont  en  nombre  égal  à 

n(/i  -+-  q  —  3)  -+-  k(n  h-  q  —  3), 
c'est-à-dire  à 

2{x(/2  -h</~  3)(/>  -  ii; 

or  la  fonction  C[x,  (z), . . .]  est  de  degré  p(n  -h  q  —  3)  et  a  par  suite 
2\k(/t  -\-  q  —  3)(p  —  i)  zéros  dans  le  polygone  R0. 

Cela  posé,  soit  P  =  o  l'équation  d'une  courbe  quelconque 
d'ordre  n  —  3,  adjointe  à  S,  et  coupant  cette  courbe  en  2(p  -u 
points,  distincts  des  points  singuliers,  dont  les  arguments  vérifient  la 
relation  ()(z)  =  o;  8(z)  étant  une  fonction  thêtafuchsienne  holomorphe 
du  premier  degré  (§  I). 

l'osons 

H(  q.rl(;)....| 
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La  fonction  0(-)  est  évidemment  une  fonction  thètafuchsienne  de 
degré  \l{fi  -h  q  —  3)  -h  i  —  ^( n  —  3)  =  ikq  4-  i,  dont  les  zéros,  d'après 
l'expression  précédente,  sont  les  zéros  de  C[rr,  (z),  . . .]  qui  n'annulent 
pas  P[xt(z),  . . .],  c'est-à-dire  les  arguments  des  points  non  singuliers 
où  C  coupe  S,  et  les  quantités  a,, ...,  ak,  chacune  au  degré  q  de  mul- 
tiplicité. Elle  est  d'ailleurs  holomorphe,  puisque  les  zéros  du  dénomi- 
nateur annulent  le  numérateur  :  les  arguments  des  points  non  singu- 
liers où  G  coupe  S  et  les  quantités  a,  . . . ,  aA,  prises  au  degré  q  de 
multiplicité,  sont  donc  les  zéros  d'une  fonction  thètafuchsienne  holo- 
morphe de  degré  [iq  -+- 1.  c.   q.   f.   d. 

Pour  démontrer  la  réciproque,  considérons  ainsi  toutes  les  courbes 
adjointes  à  S  de  degré  n  +  q  —  3  et  les  fonctions  C[xt(z),  . . .]  corres- 
pondantes, nous  obtenons  une  infinité  de  fonctions  6 (s).  Cherchons 
combien  de  ces  fonctions  sont  linéairement  distinctes. 

Les  courbes  d'ordre  n ,  -h  q  —  3  adjointes  à  S  et  dont  les  équations 
sont  linéairement  distinctes  sont  en  nombre  au  moins  égal  à 

i(,?  +  q  _  2)(„  +  q  _  ,)  _  [«(„  _  ,)(„  _  2)-p] 
=  nq+p  —  i  +  -2(q  -  i)(q  -2); 

soient  C,  =  o,  C2  =  o,  . . .  leurs  équations. 

Parmi  les  courbes  figurent  évidemment  celles  dont  L'équation  esl 

0  =  S  9^3, 

;p?_3  désignant  un  polynôme  quelconque  d'ordre  q  —  3,  homogène 
en  xn  a?2,  x3.  Ce  polynôme  renfermant  — — — —  coefficients  arbi- 
traires, l'équation  précédente  fournit  un  nombre  égal  de  courbes  ad- 
jointes d'ordre  n  -h  q  —  3,  linéairement  distinctes,  que  nous  choisirons 
pour  les  courbes 


'  'nO+D —  °»  ^-V/<7-+/>+  1   —  O,  •-.,  \-J  |  -  O. 

nq  +  p-  1  +  -(  7-  1        7      t 


'n</+p  —  "»  ^nq-+p  +  1 


Or  si,  dans  l'expression  de  0(s),  on  remplace  Cpar  S9„_3,  on  trouv< 
un  résultat  nul,  puisque  S[a?((.z  ),...]  =0  :  il  ne  nous  reste  ainsi  qu< 
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tiq  4-  p  —  i  /onctions  S(z),  formées  avec  les  premiers  membres  des 
équations  des  courbes  C,  =  o,  . . . ,  C„?+/7_,  =  o. 

Je  disque  ces  fonctions  0(s)  sont  linéairement  distinctes. 

En  effet,  par  suite  de  ce  qui  précède,  il  n'existe  pas,  entre  x„  x2,  x:n 
de  relation  identique  de  la  forme 

an  ...  étant  des  constantes  et  <p  un  polynôme  de  degré  q  —  3  en  a  -,. 
x2,  a?3.  Or,  si  l'on  avait  une  équation  de  la  forme 

atSt(z)  +  a2Q2(z)  -h. ..  =  o, 
c'est-à-dire 


a 


.C,|  #,(*),  ...]  H-a2C2|>2(z),  ...]-h. 


on  en  déduirait  que  la  fonction  a,  C,  (xn  x2,  x3)  H-  . . . ,  qui  s'annule  en 
tous  les  points  de  la  courbe  S,  est  divisible  par  S(a?n  a?2,  a?3);  on  aurait 
ainsi 

a{  C,  4-  a2 C2  -h . . .  =  S<p, 

relation  que  nous  savons  être  impossible. 

On  obtient  donc,  parle  procédé  indiqué  plus  haut,  nq  -\-p  —  1  fonc- 
tions thètafuchsicnnes  holomorphes  de  degré  [/.y  -+-  1,  Linéairement  in- 
dépendantes, et  admettant  au  degré  q  de  multiplicité  chacun  des  zéros 
Kn  ...,aA. 

Or  les  fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes  de  degré  \xq  +■  1  qui 
admettent  q  fois  ces  k  zéros  sonl  en  nombre  au  moins  égal  à 

[2(^  +  1)-  i](p-i)-kq 

=  (2^q-+-i)(p-i)  —  q[^Kp-i)  —  n]=nq      p—i. 

Elles  ne  sont  pas  en  nombre  supérieur,  ainsi  qu'on  l'a  dit  pins  haut, 
puisque  x,(z),x.,(z),  xa(z)  ne  sont  pas  proportionnels  à  trois  fonc- 
tions thêtafuchsiennes  holomorphes  de  degré  un. 

11  en  résulte  : 

1"  Que,  par  les  points  singuliers  de  S,  on  ne  peut  faire'  passer  que 
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nq  -hp  —  i  -f-  {(q  —  i)(q  —  2)  courbes  adjointes  d'ordre  n  -f-  q  —  3 
dont  les  équations  soient  linéairement  distinctes; 

20  Que  les  zéros  d'une  fonction   thêtafuchsienne   holomorphe   de 

degré  u.q  -\-  1,  qui  admet  q  fois  chacun  des  zéros  a,, aA,  sont  les 

arguments  des  points  non  singuliers  où  S  est  coupée  par  une  courbe 
adjointe  d'ordre  n  -f-  q  —  3.  c.   q.   f.   d. 

16.  On  démontrerait,  en  suivant  une  marche  identique,  les  propo- 
sitions suivantes,  qu'on  pourrait  d'ailleurs  déduire  directement  des 
précédentes. 

II.  Soit  C  une  courbe  adjointe  à  S  d'ordre  n  -h  q  —  3,  passant 
par  les  i(p  —  1)  points  non  singuliers  communs  à  S  et  à  une  courbe 
adjointe  quelconque  d' ordre  n  —  3;  les  arguments  des  autres  points 
{non  singuliers)  où  celte  courbe  coupe  S  annulent  une  fonction  thêta- 
fuchsienne holomorphe  de  degré  \xq,  dont  les  derniers  zéros  sont 
les  quantités  a,,  ....  a;,,  chacune  au  degré  q  de  multiplicité. 

Inversement  : 

Soit  6(s)  une  fonction  thêtafuchsienne  holomorphe  de  degré  \xq. 
admettant  comme  zéro  multiple  d'ordre  q  chacune  des  quantités 
a,,  . . . ,  aA;  les  autres  zéros  de  cette  fonction  sont  les  arguments  de 
points  de  S,  situés,  avec  les  2(p  —  1) points  où  S  est  coupée  par  une 
courbe  adjointe  quelconque  de  degré  n  —  3,  sur  une  courbe  adjointe 
d'ordre  n  -h  q  —  3. 


VIII.  —   Des  groupes  de  points  sur  une  courbe   algébrique. 

17.  Considérons  toutes  les  courbes  adjointes  d'un  degré  donné,  qui 
passent,  en  dehors  des  points  singuliers,  par  un  certain  nombre  de 
points  fixes  de  S;  elles  déterminent  sur  cette  courbe,  par  leurs  inter- 
sections mobiles,  des  groupes  de  points  dont  l'étude  constitue  l'objel 
principal  de  la  Géométrie  sur  une  courbe  algébrique. 

Soient  [$,,  (îa, ...,  |3A;  X,,  X2,  . . . ,  \h  les  arguments  des  points  de  deux 
de  ces  groupes  :  on  a  évidemment,  en  se  reportant  au  théorème  I  du 
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§  VII  et  aux  résultats  du  §  III,  les  relations 

f\(z)dz  +■  Ç\(z  )dz  +  ...+  Ç  \(z)dz  =  lut  +  Vtù\  -  •  •  • 

(i=  1,2,  ...,/?)• 

Inversement,  les  relations  précédentes  peuvent  servir  à  définir  les 
groupes  de  points  indépendamment  des  courbes  adjointes  qui  les  tra- 
versent :  si  h  quantités  fi,,  . . .,  $h  sont  liées  à  h  quantités  X,,  . . .,  XA 
par  des  équations  de  cette  forme,  nous  dirons  que  le  groupe  X,,  . . .,  \h 
est  équivalent  au  groupe  (3n  ...,  pA. 

D'après  cette  définition,  deux  groupes  équivalents  à  un  troisième 
sont  équivalents  entre  eux. 

Nous  dirons  qu'un  groupe  ft,  ...,  fv  est  résiduel  du  groupe 
3,,  . ..,  Pa,  par  rapporta  une  courbe  adjointe  Cq1  si  les  points  d'argu- 
ments p„  ...,Paj  Pi»  ■••»  Pi'  constituent  le  système  complet  des  inter- 
sections de  la  courbe  S  avec  une  courbe  adjointe  de  degré  q,  les  points 
singuliers  exceptés  ('  ). 

Le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  groupes  est  connu  sous 
le  nom  de  théorème  du  reste;  il  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  deux  groupes  sont  résiduels  par  rapport  à  une  courbe  Cq}  un 
<rroupe  quelconque  équivalent  au  premier  est  également  résiduel 
d'un  groupe  quelconque  équivalent  au  second. 

Soient,  en  effet, 
(P)  et  (P')  deux  groupes  résiduels  par  rapport  à  une  courbe  C„. 
Çk)  un  groupe  équivalent  à  (p); 
(V)  un  groupe  équivalent  à  (p'). 


1-7—3 1 


On  a 


^  f  'bi(s) dz  =  lu>i  +  /'w;  +  ...  (t  =  1,  2, . . .,/>), 

2  f  bi(z)dz  =  m(i)i-hm'tû'l  +  ...  («  =  1,  2,  ...,/>)■ 


;    ,  ^ 


(  "  )  CLEBSCH,  Leçons  sur  la  Géométrie;  trad.  Bbnoist,  t.  II.  p.  i3;. 


APPLICATION    DE    LA    THÉORIE    DES    FONCTIONS    FUCHSIENNES.         2G7 

D'un  autre  côté,  les  groupes  ((3)  et  ((3')  étant  résiduels,  on  a,  en  dé- 
signant par  y,,  y2,  . . .,  yA,  y',,  . . .,  y'h,  les  arguments  des  points  com- 
muns à  S  et  à  une  courbe  adjointe  Cw+?_3  (§  III  et  VII)  : 

/'=*  p.  /*=&'         a. 

2  f   ôfW^  +  2  f   ti(*)<ks=n<»i+n'<»i+—     (i=i,2,  ...,d), 

d'où 

2/    9/(*)<fe4-V  /   /ôI(^)cfe  =  awt-4-a/a>;.4-...     («'=  i,  2,  ...,/>). 

t/  y  ■  ^  V*. 

7  =  1      ''  7=1      'y 

Or  on  sait  (§  VII)  qu'il  existe  une  fonction  thêtafuchsienne  holo- 
morphe  de  degré  \t~q  -+-  i,  admettant  comme  zéros  les  quantités  y-  et 
Yy,  et  ayant  comme  zéro  multiple  d'ordre  q  chacune  des  quantités 
a,,  . . .,  aA  :  il  résulte  de  l'équation  précédente  qu'on  peut  former  une 
fonction  thêtafuchsienne  holomorphe  de  degré  \xq  4-  1 ,  ayant  les  mémos 
zéros  multiples  d'ordre  q  que  la  précédente,  et  admettant  comme  der- 
niers zéros  les  quantités  "kj  et  ~k'j  (n°  11),  En  d'autres  termes  (§  VII, 
th.  I),  les  groupes  (X)  et  (X')  constituent  l'ensemble  complet  des  in- 
tersections de  S  et  d'une  courbe  adjointe  de  degré  //  4-  q  —  3,  Içs 
points  singuliers  exceptés  :  ils  sont  donc  résiduels  par  rapport  à  une 
courbe  Cn+q_3.  c.   q.    f.   d. 

18.  Dans  un  système  de  groupes  équivalents  nous  distinguerons, 
avec  Clcbsch  ('),  deux  éléments  importants  : 

i°  Le  nombre  h  des  points  d'un  groupe  du  système; 

20  La  multiplicité  r  du  système,  c'est-à-dire  le  nombre  des  points 
d'un  groupe  qu'on  peut  se  donner  arbitrairement. 

Nous  désignerons  un  tel  groupe  par  grA. 

Les  arguments  des  points  d'un  groupe  étant  liés  par  /;  relations,  on 
ne  peut,  en  général,  se  donner  arbitrairement  que  h  —  p  de  ces  points, 
et  par  suite,  en  général,  on  a  r  =  h  —  p. 

(l)  Clebscii,  Leçons  sur  la  Géométrie,  trad.  Be.noist,  i.  II,  p.  i3<>. 

Journ.  de  Math.  (\v  série),  tome  II.  —  Fasc.  III,  i  8SG.  «JJ 
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Mais  il  pourra  se  faire  qu'on  ait  r  =  h  —  p  H-  p,  el  nous  dirons  dans 
ee  cas  que  nous  sommes  en  présence  d'un  système  spécial  d'indice  p. 

19.   D'une  manière  générale,  d'après  la  remarque  du  §  V,  l'étude 

des  groupes  équivalents  à  un  groupe  donné  (3,,  ...,  (3A  est  identique  à 
l'étude  des  zéros  des  fonctions  fuchsiennes  qui  admettent  les  infinis 
[3,,  ...,  (iA;  car  on  peut  former  une  et  une  seule  fonction  fuchsienne 
ayant  pour  infinis  les  arguments  des  points  d'un  groupe,  et  pour  zéros 
les  arguments  des  points  d'un  groupe  équivalent. 

D'un  autre  côté,  les  fonctions  fuchsiennes  ayant  mêmes  infinis  sont 
é\  idemment  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  d'un  certain  nombre 
d'entre  elles,  et  ce  nombre  est  précisément  égal  au  degré  de  multiplicité 
du  système  auquel  appartient  le  groupe  considéré,  augmenté  de  i. 

On  peut  donc  dire,  en  désignant  les  fonctions  fuchsiennes  dont  il 
s'agit  par /<(*),  /2(~)>  •  •  -,  /r+1(-)5  que  les  arguments  des  points  d'un 
,roupc  équivalent  au  groupe  ((3)  sont  les  zéros  d'une  fonction  de  la 


l'on 


f(z)  =  a{  /,('■)  -4-  «,/,(*)  H-. ..  +  ar+l  fr+l(z) 


el  réciproquement.  D'ailleurs,  on  doit  retrouver  parmi  les  groupes 
ainsi  déterminés  le  groupe  ((3)  lui-même,  et,  par  suite,  l'une  des  fonc- 
tions/^) devra  avoir  pour  zéros  (3,,  .. .,  |3A  :  comme  elle  admet  déjà 
ces  quantités  pour  infinis,  elle  sera  égale  à  une  constante;  nous  pour- 
rons donc  supposer,  par  exemple,  fr+l  =  i,  et  il  reste 

f(z)  =  a{  ft(z)  -h. . .+  arfr(z)  -+-  «„_,. 

(  !ette  remarque  très  simple  va  nous  permettre  de  donner  quelques 
propriétés  des  systèmes  spéciaux. 

S'il  s'agil  d'un  système  spécial,  on  a  en  effet 

/•  =  h  —  /;  +  s. 

Il    existe    alors   /•    fonctions    fuchsiennes    linéairement    distinctes, 

d'ordre  //,  av.iui  mêmes  infinis  /',( 'z  ) fr{  z  )  :  par  suite  (§111  ),  une 

quelconque  d'entre  elles  pourra  se  mettre  de  />  -h  r  —  //,  c'est-à-dire 
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de  p  manières  différentes,  sous  la  forme  du  quotient  de  deux  fonctions 
thêtafuchsiennes  holomorphes  de  degré  un.  On  a  ainsi 

et,  par  conséquent,  les  zéros  de/,  annulent  0*,  et  les  infinis  de  cette 
fonction  annulent  6*+1  (s  =  i,  2,  ...,  p).  Les  fonctions/,  et /,  ayant 
mêmes  infinis,  la  fonction  thêtafuchsienne  /20*+,  est  holomorphe, 
et,  comme  elle  est  du  premier  degré,  elle  est  égale  à  une  fonction 
thêtafuchsienne  holomorphe  de  degré  un,  0f,  :  on  a  ainsi 


et,  de  même, 

f  /           o',          o:-i 
fJz)-  ?j-  = 

6 g 

*k, 

On  peut  comprendre  toutes  ces  relations  en  une  seule,  en  désignant 
par  a,,  . . .,  a,.,  ar+n  ut,  . . .,  u?  des  constantes  arbitraires 

(1  =  1,  2,  ...,  r-hi). 

On  en  conclut  que  les  A  zéros  de  «,/,  ■+-...-+-  ar^(,  c'est-à-dire  les 
arguments  des  h  points  d'un  des  groupes  considérés,  annulent  la 
fonction  thêtafuchsienne  holomorphe  de  degré  un  ut  2^0]  -f-. . .  ; 
•  es  h  points  sont  donc  situés  (§  I  et  VII)  sur  des  courbes  adjointes 
d'ordre  n  —  3,  dont  l'équation  générale  est  de  la  forme 

//,  P,  -W/2P, -+-...  -f-  MpPp=  O, 

et  qui  déterminent  par  suite,  par  leurs  i(p  —  1)  —  h  autres   points 
d'intersection  avec  S,  un  système  de  multiplicité  p  —  1. 
Ce  système  est  également  un  système  spécial,  car  on  a 

p  -+■  p  —  1  —  2Q0  —  1)  -h  h  =s=  h  —  p  ■+■  p  -h  1  =  r  -+-  i, 
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ot  son  indice  est  /•  4-  1 .  Géométriquement,  nous  pouvons  donc  énon- 
cer la  proposition  suivante,  connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Rie- 
mann  et  RocJi  (')  : 

Par  les  points  d'un  groupe  appartenant  à  un  système  spécial  de 
multiplicité  r  et  d'indice  p,  on  peut  faire  passer  un  nombre  p  —  \  fois 
infini  de  courbes  adjointes  de  degré  n  —  3.  Ces  courbes  détermi- 
nent, par  leurs  points  mobiles  d'intersection  avec  la  courbe  primi- 
tive, un  nouveau  système  de  multiplicité  p  —  1,  qui  est  un  système 
spécial  d' indice  r  ■+-  1 . 

Ainsi  les  systèmes  spéciaux  sur  une  courbe  d'ordre  n  peuvent  tou- 
jours être  découpés  par  une  famille  linéaire  de  courbes  adjointes  de 
degré  n  —  3;  et  ils  se  groupent  deux  à  deux,  suivant  la  loi  remar- 
quable indiquée  parle  théorème  précédent.  On  voit  également  qu'au 
point  de  vue  algébrique  l'étude  des  groupes  spéciaux  se  ramène  à 
celle  des  fonctions  tbètafuchsicnncs  holomorphes  du  premier  degré  : 
nous  reviendrons  sur  cette  question  dans  le  dernier  paragraphe  du 
présent  M  ('moire. 

20.  Remarque  1.  —  Un  système  de  groupes  renfermant  moins  de 

p  -h  1  points  est  un  système  spécial;  car,  /•  étant  au  moins  égala  r, 

on  a 

h  —  p  4-  p  =  1     ou     p  >p  —  h  ■+■  1 , 

et,  par  suite,  si  h  est  inférieur  à  p  -h  1 ,  p  est  positif  et  le  système  est 
un  s\  stème  spécial  d'indice  égal  ou  supérieur  à  p  —  h  ■+- 1. 

21.  Remarque  11.  —  Si  les  h  points  d'un  groupe  sont  sur  une 
courbe  adjointe  de  degré  n  —  3,  il  en  est  de  même  des  points  de  toul 
groupe  équivalent. 

La  propriété  est  évidente  si  h  est  égal  ou  inférieur  i\p  —  1,  puisque 
par  p  —  1  points  de  S  on  peut  toujours  faire  passer  une  courbe  ad- 
jointe (Tordre  n  —  3. 

Si  /*  =  p  —  1  -h  s,  la  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  3  qui,  par  hypo- 

(')  CleBSCH,  Leçons  sur  ta  Géométrie  :  trad.  Iîenoist,  t.  III,  p.  •">  1  . 
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thèse,  contient  les  h  points  d'un  groupe  g,  coupe  S  en 

z(p  —  1)  —  h  =p  —  1  —  s 

autres  points.  Or,  d'après  le  théorème,  du  reste,  on  obtient  tous  les 
groupes  équivalents  à  g  en  menant  par  cesp  —  i  —  s  points  toutes  les 
courbes  adjointes  possibles  d'ordre  n  —  3,  et  en  prenant  les  intersec- 
tions mobiles  de  ces  courbes.  c.   q.   f.   d. 

22.   Remarque  III.  —  Il  est  clair  qu'au  lieu  de  définir  un  système 
de  groupes  par  des  relations  de  la  forme 

/=*    A, 

S\        ftk(z)dz  =  h(ùk-hh'(n'k-h...     (k  =  1,2,  ...,/>), 

i  =1 

(3,,  ...,  $h  étant  des  quantités  fixes,  et  X,,  ...,  \h  les  arguments  des 
points  d'un  groupe,  on  peut  partir  d'équations  telles  que 


;  =  i 


les  vk  étant  des  constantes.  Les  systèmes  de  valeurs  des  \  qui  satisfont 
à  ces  équations  sont  les  arguments  de  points  appartenant  à  des  groupes 
équivalents  entre  eux,  mais  non  équivalents  au  groupe  (3,,  . . .,  $h. 

23.  Remarque  IV.  —  A  la  théorie  des  systèmes  spéciaux  se  rat- 
tache la  solution  du  problème  suivant  : 

Comment  doit-on  choisir  h  points  sur  la  courbe  S  pour  que  les 
courbes  adjointes  de  degré  n  -+-  q  —  3  menées  par  ces  points  for- 
ment une  famille  linéaire  l  fois  infinie,  le  nombre  l  étant  plus  grand 
qu'on  ne  devrait  s'y  attendre  d'après  les  données  de  la  question? 

Les  points  d'intersection  de  S  avec  toutes  les  courbes  adjointes 
Cn+q_3  forment  un  système  dont  la  multiplicité  est  égale  au  nombre, 
diminué  de  i,  des  fonctions  thètafuchsicnnes  linéairement  indépen- 
dantes, de  degré  \xq  -h  i ,  qui  admettent  comme  zéro  multiple 
d'ordre  k  chacune  des  quantités  a,,  . . .,  aA,  c'est-à-dire  à  nq  -+- p  —  i> 
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(§  VII,  nos  14  et  15).  Si  Ton  assujettit  les  courbes  adjointes  CB+?_,  à 
passer  par  A  points  fixes  de  S,  elles  déterminent  par  leurs  intersec- 
tions mobiles  avec  S  un  système  de  groupes  dont  la  multiplicité  est, 
en  général,  nq  -h  p  —  2  —  h. 

Le  problème  revienl  à  choisir  les  h  points  de  telle  sorte  que  la  mul 
liplicité  du  système  devienne  nq  -+-p  —  2  -+-  h  -+-  p. 

Je  dis  qu'en  ce  cas  le  système  considéré  est  un  système  spécial.  Pour 
te  démontrer,  il  suffit,  en  appelant  h'  le  nombre  des  points  d'un 
groupe  du  système,  de  calculer  la  quantité 

nq  -\-p  —  h  —  2  -h  p  —  h'  -+-  p. 
(  )r  on  a 

n(n  -h  q  —  3)  =  h  -f-  h'  +  (n  —  1)  (n  —  2)  —  ip. 

La  quantité  précédente  se  réduit  par  suite  à  p. 
Le  système  est  donc  un  système  spécial  d'indice  p. 
La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie  et  se  démontrerait  de 
la  même  manière,  en  partant  du  théorème  du  reste.  Donc  : 

Par  h  points  donnés  sur  la  courbe  S,  on  peut  faire  généralement 
passer  une  famille  linéaire  de  courbes  adjointes  d'ordre  n-\-q—  3 
/  fois  infinie;  si  les  h  points  sont  tels  que  leur  système  résiduel  par 
rapport  à  des  courbes  Cw+r/_3  soit  un  système  spécial  d'indice  p,  la 

fumi I h-  linéaire  des  courbes  adjointes  d'ordre  n  ■+-  q  —  3  qui  passent 
par  ces  points  sera  t  4-  pfois  infinie,  et  réciproquement. 

\n  point  de  vue  algébrique,  on  peut  déduire  de  toul  ce  qui  précède 
une  proposition  dont  nous  avons  fait  usage  au  n°-ll,  et  qui  peut  s'é- 
noncer ainsi  : 

Soient  s  fonctions  tliétafuclisiennes  holomorplies  du  premier 
degré,  linéairement  indépendantes,  ayant  q  zéros  communs,  cl  une 
fonction  tliélafuclisicnne  holomorphe  de  degré  m  admettant  ces 
q  zéros  et  s  annulant  en  outre,  dans  R0,  pour  les  2m(p  —  t)  —  q 
râleurs  \n  \,  . .  ..  On  pourra  former  q  —  p  -h  s  -f-  1  fonctions  tlié- 
tafuchsiennes  holomorphes  de  degré  m  s  annulant  pour  z  =  ln 
Xa 
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ROPRIETES    D  UN     SYSTEME    PARTICULIER. 

24.  Une  courbe  adjointe  d'ordre  u  —  3  coupe  S  en  i(p  —  i)  points 
formant  un  groupe  qui  appartient  à  un  système  spécial. 

En  effet,  on  peut  choisir  arbitrairement  y;  —  i  de  ces  points,  puisque 
les  courbes  adjointes  d'ordre  n  —  3  forment  une  famille  p  —  i  fois 
infinie;  on  a  donc 

h  =  -±(p-  i),  r=p-  i, 

et,  par  suite,  l'indice  p  du  système  est  donné  par  la  relation 

p  =p  -h  /"  —  h  —p  -+-p  —  i  —  i(p  —  i)  =  i. 

Nous  désignerons,  dans  ce  qui  suit,  par  y  tout  groupe  de  i(  p  —  i  ) 
points  communs  à  S  et  à  une  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  3. 

Nous  allons  donner  quelques  propriétés  du  système  des  groupes  rési- 
duels des  groupes  y  par  rapport  aux  courbes  adjointes  de  degré  n  —  i. 

Soit  Crt^2  une  courbe  adjointe  de  degré  n  —  i  passant  par  les  points 
d'un  groupe  y  :  elle  coupe  S  en  n  nouveaux  points,  constituait  un 
groupe  que  nous  désignerons  par  Y  ('). 

Il  résulte  de  la  théorie  du  paragraphe  précédent  que  : 

Un  groupe  y  et  un  groupe  Y  quelconques  sont  sur  une  courbe 
adjointe  d'ordre  n  —  i. 

Toute  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  2  passant  par  les  points  d'un 
groupe  y  (ou  Y)  coupe  S  en  de  nouveaux  points,  formant  un  groupe 
Y  {ou  y). 

Par  n  points  pris  sur  S  on  peut  faire  passer  en  général  une  fa- 
mille de  courbes  adjointes  C„_2  p  —  2  fois  infinie;  si  les  n  points 
forment  un  groupe  F,  la  famille  des  courbes  C„_2  qui  passent  par 
ces  points  sera  p  —  i  fois  infinie,  et  réciproquement '. 

Les  arguments  des  points  d'un  groupe  F  sont  les  zéros  d'une  fonc- 

(')  La  courbe  C„_2  peut  se  décomposer  en  une  courbe  adjointe  C„_set  en  une 
droite  :  les  groupes  Y  sont  donc  équivalents  au  groupe  formé  par  //  points  quel- 
COnques  de  S,  situés  en  ligne  droite. 
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tion  thêtafuchsienne  liolomorphc  de  degré  [/.,  dont  les  autres  zéros  sont 
les  A"  quantités  fixes  a,,  . . .,  aA  (§  VII,  II). 

Par  les  points  d'un  groupe  y  et  d'un  groupe  T  quelconques,  faisons 
passer  une  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  i,  qui  coupe  S  en  n  nouveaux 
points  :  je  dis  que  ces  points  forment  un  groupe  F. 

En  effet,  les  arguments  des  points  autres  que  les  points  doubles,  où 
cette  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  i  coupe  S,  sont  les  zéros  d'une  fonc- 
lion  thêtafuchsienne  holomorphe  de  degré  2a  +  i,  dont  les  derniers 
zéros  sont  les  quantités  a,,  . . .,  aA,  chacune  au  second  degré  de  multi- 
plicité. 

Appelons 

©au+iCO  celte  fonction; 

6|x(z)  la  fonction  thêtafuchsienne  de  degré  \>.  qui  s'annule  pour  les 

arguments  des  n  points  du  groupe  Y  considéré; 
0(2)  la  fonction  thêtafuchsienne  du  premier  degré  qui  s'annule  pour 

les  arguments  des  i(p  —  i)  points  du  groupe  y. 

Les  arguments  des  n  points  où  la  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  1,  qui 
traverse  les  groupes  F  et  y,  coupe  de  nouveau  la  courbe  S,  annulent 

0. 
évidemment  la  fonction    S*  »  qui  est  une  fonction  thêtafuchsienne  ho- 

lomorphe  de  degré  pi,  admettant  comme  zéros  simples  les  quantités 
a,,  . ..,  aA.  c.   q.    F.   n. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie  et  se  démontre  de  la  même 
manière.  Donc  : 

l  ne  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  1  menée  par  les  points  d'un 
groupe^  et  d'un  groupe  Y  quelconques  coupe  S  en  u  nouveaux  points 
formant  un  groupe  F. 

Deux  groupes  Y  et  un  groupe  y  quelconques  sont  sur  une  courbe 
adjointe  à  S  d'ordre  n  —  1 . 

Plus  généralement,  on  voit  de  même  que  : 

l  ne  courbe  adjointe  (Tordre  n  -+-  q  —  2  menée  par  les  points  d'un 
groupe  y  et  de  q  groupes  Y  quelconques  coupe  S  en  n  nouveaux 

points  formant  un  groupe  F. 
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(y  +  i)  groupes  r  et  un  groupe  y  quelconques  sont  sur  une  courbe 
adjointe  à  S  d'ordre  n  -+-  q  —  2. 


X.  -   D 


E    DEUX    ESPÈCES    DE    COURBES    DE    GENRE    p. 


25.  Soient  n  le  degré  d'une  courbe  de  genre/);  i(\x  —  \)(p  —  1)  et 
2ij.(/?  —  1)  les  deux  multiples  consécutifs  de  i(p  —  1)  qui  compren- 
nent n,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

2([*  -  l)(p  -  0<n  =  '2p(p  -  •)• 

Nous  avons  vu  (§  V  et  VI)  que  si  l'on  a 

2jjt.( p  —  1)  —  p  —  n^o, 

les  coordonnées  des  points  de  la  courbe  considérée  S  peuvent,  en  coor- 
données homogènes,  être  représentées  par  trois  fonctions  thêtafuch- 
siennes  holomorphes  de  degré  (/.;  si,  au  contraire,  on  a 

2^0  -  0  -P  -  n<o, 

ces  fonctions  thêtafuchsiennes  seront,  en  général,  de  degré  [J.  4-  1,  sauf 
pour  certaines  courbes  spéciales,  dont  les  coordonnées  des  points 
seront  des  fonctions  thêtafuchsiennes  de  degré  fi.. 

Dans  le  cas  où  2,\x( p  —  1)  —  p  —  n  <<  o,  il  y  a  donc  deux  espèces  de 
courbes  de  degré  n  et  de  genre  p  :  nous  allons  indiquer  quelques  pro- 
priétés géométriques  qui  dérivent  de  la  définition  précédente,  et  nous 
montrerons  ensuite  qu'il  existe  également  deux  espèces  de  courbes, 
dans  le  cas  où  l'on  a2p.  (p  —  l)  —  P  —  n>o. 

Soit  donc,  en  premier  lieu, 

2[i.(p  —  1  )  —  p  ~  n  =—  k\ 
on  a  nécessairement,  d'après  les  hypothèses  faites, 

h<p         et         h>i. 
Pour  les  courbes  générales  de  degré  n  et  de  genre/?,  que  nous  ap- 
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pellerons  courbes  de  seconde  espèce,  les  coordonnées  des  points  seront 
des  fonctions  thêtafuchsiennes  de  degré  a  +  i,  ayant  i{p  —  i)  -\-  p  —  h 
zéros  communs  a,,  a,,  ...  ;  pour  les  courbes  spéciales,  que  nous  appel- 
lerons courbes  de  première  espèce,  les  coordonnées  des  points  seront 
des  fonctions  thêtafuchsiennes  de  degré  a,  ayant  p  —  h  zéros  com- 
muns pn  (32,  ...,  py,_/(. 

Considérons  d'abord  ces  dernières  courbes. 

Soient  0,,  82,  ...,  0,+  ,,  (jx-hi)  fonctions  thêtafuchsiennes  quel- 
conques du  premier  degré;  leur  produit 

9(*)  =  ole,...e|H.1 

est  évidemment  une  fonction  thêtafuchsienne  du  degré  ja  +  i,  On 
peut  choisir  la  fonction  0,+  ,  de  façon  qu'elle  s'annule  pour  les  p  —  // 
zéros  3n  P2,  . . .,  car  on  peut  toujours  former  une  fonction  thêtafuch- 
sienne du  premier  degré  s'annulant  pour  moins  de  p  valeurs  données. 
Si  maintenant  on  se  reporte  au  §  VII,  on  voit  que  les  zéros  de  Q(z  >,  à 
l'exception  de  [3,,  (3.,,  . . .,  §p-h  sont  ^es  arguments  de  points  situés  sur 
nue  courbe  adjointe  à  S  de  degré  n  —  i.  On  peut  donc  énoncer  cette 
proposition. 

Par  les  points  simples  communs  à  S  et  à  pt,  courbes  adjointes  d'ordre 
//  —  3,  on  peut  faire  passer  une  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  2,  dont 
les  aulics  points  d'intersection  avec  S  sont  sur  une  courbe  adjointe 
d'ordre  n       3  passant  \v<\v p  —  h  points  fixes. 

Si  nous  considérons  maintenant  une  courbe  de  seconde  espèce,  nous 
pourrons  poser 

8(z)  =  0,03...  0,0', 

0' (Uanl  une  fonction  thêtafuchsienne  du  second  degré  ;  on  pourra,  en 
général,  choisir  celte  fonction  de  façon  qu'elle  s'annule  pour  les 

20-i)H-/>-  /' 

valeurs  x,,  aa En  effet,  les  fonctions  thêtafuchsiennes  holomor- 

phesdu  second  degré  sont  fonctions  linéaires  el  homogènes  de3(p  —  i) 
d'entre  elles  (  §  IV  >,  et  la  condition  précédente  pourra  être  remplie  si 


APPLICATION    DE    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS    FUCIISIENNES.  2" 

l'on  a 

3(p  —  i)  —  i>2.(p  —  i)  -f-  p  —  h 
ou 

h>1. 

Ainsi,  si  h  est  supérieur  ou  égal  à  2,  on  pourra,  par  les  points  com- 
muns à  S  et  à  p  courbes  adjointes  d'ordre  n  —  3,  faire  passer  une 
courbe  adjointe  d'ordre  n  —  2  :  les  autres  points  d'intersection  de  cette 
courbe  avec  S  ne  sont  pas  sur  une  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  3. 

Si  h  est  égal  à  l'unité,  on  ne  pourra  faire  passer  une  courbe  adjointe 
d'ordre  11—1  que  par  les  points  communs  à  S  et  à  p.  —  1  courbes  ad- 
jointes d'ordre  n  —  3. 

Arrivons,  en  second  lieu,  au  cas  où  l'on  a 

2  ij.(p  —  1)  —  p  —  n  =  h, 
avec  les  conditions 

A  =  o,        h^p  —  3. 

Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  S  de  degré  n  et  de  genre  p 
s'expriment  par  trois  fonctions  tbétafuclisiennes  de  degré  [/.,  ayant 
p  -h  11  zéros  communs  a,,  a2,  .... 

p  -+-  h  est  compris  entre/?  et  ip  —  3  :  nous  dirons  que  la  courbe  S 
est  de  première  espèce  si  a,,  a2,  ...  sont  des  zéros  d'une  même  fonc- 
tion tbêtafuchsienne  holomorpbe  du  premier  degré  ;  elle  sera  de  seconde 
espèce  dans  le  cas  contraire  (  '). 

On  voit  alors,  comme  plus  haut,  que  par  les  points  simples  communs 
à  une  courbe  de  première  espèce  et  à  \l  courbes  adjointes  d'ordre  //,  —  3 
on  peut  faire  passer  une  courbe  adjointe  de  degré  n  —  2,  dont  les 
autres  points  d'intersection  avec  la  courbe  primitive  sont  fixes;  si  la 
courbe  est  de  seconde  espèce,  on  ne  pourra  faire  passer  une  courbe 


(l)  Parmi  les  p  +  h  zéros,  al}  rx1)  .  .  .,  h  sont  arbitraires  (§  V),  et  l'on  peu! 
remplacer  le  système  a1}  a2,  , . .  par  un  autre  système  a',,  a!,,  . . ..  Mais  il  esl  clair 
que  les  quantités  a1;  a2,  ...;a'Ma',,  ...  constituent  des  groupes  équivalents,  et, 
par  suite,  si  a,,  a2,  . . .  sont  les  zéros  d'une  fonction  thêtafuchsienne  du  premiei 
ordre,  il  en  sera  de  même  de  v.\ ,  a!,,  .  .  .  (fte/>t.  II.  §  VIII), 
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adjointe  d'ordre  11  —  1  que  par  les  points  communs  à  la  courbe  consi- 
dérée et  à  [j.  —  1  courbes  adjointes  d'ordre  n  —  '3. 

26.   En  résumé   : 
Soit 

2(f*~  i)0>-  i)0<2fAO-  1). 

Premier  cas  :  '2\x(p  —  1)  —  jp  —  n>o.  —  Les  courbes  de  degré  n 
cl  de  genre  p  se  divisent  en  deux  classes,  distinguées  par  les  pro- 
priétés  suivantes  : 

Appelons  groupe  y  tout  groupe  de  i(p  —  1)  points  simples,  com- 
muns à  la  courbe  de  degré  n  et  de  genre  p,  et  a  une  courbe  adjointe 

c„_3. 

Sur  une  courbe  de  première  espèce,  lj.  groupes  y  quelconques  sont 
traversés  par  une  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  2,  qui  coupe  en  outre 
la  courbe  considérée  en  n  —  i(]x  —  \){p  —  1)  points  fixes. 

Sur  une  courbe  de  deuxième  espèce,  [jl  —  1  groupes  y  quelconques 
.sont  traversés  par  une  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  2;  u.  groupes  y 
ne  peinent  jamais  être  sur  une  telle  courbe. 

Second  cas  :  2  \k{p  —  1)  —  p  —  n  <  o.  —  Les  courbes  de  degré  n 
et  de  genre  p  -se  divisent  encore  en  deux  classes. 

Sur  une  courbe  de  première  espèce,  u.  groupes  y  quelconques 
sont  traversés  pur  une  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  2,  dont  les 
autres  points  d'intersection  avec  la  courbe  considérée,  en  nombre 
é^àl  à  n  —  2((J.  —  i)(p  —  1  >?  sont  sur  une  courbe  adjointe  d'ordre 
n  3,  passant  pat'  2 [/.(_jP  —  l)  —  n  points  fixes  <le  la  courbe  de 
genre  p. 

En  particulier,  si  n  =  2[ji(/>  —  1),  ;j.  4- 1  groupes  y  quelconques 
sur  la  courbe  de  première  espèce  sont  traversés  par  une  courbe  ad- 
jointe C„  2. 

Su/-  une  courbe  de  seconde  espèce,  u  groupes  y  quelconques  sont 
traversés  pur  une  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  2  ;  mais  les  autres 
points  communs  à  cette  courbe  et  à  la  courbe  considérée  ne  peuvent 
être  sur  une  même  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  3. 
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Il  y  a  exception  pour  le  cas  où  n  =  {i]x  —  i)(p  —  i)  :  on  ne  peut 
alors  faire  passer  une  courbe  adjointe  Cn_.2  que  par  jx  —  i  groupes  7 
de  la  courbe  de  seconde  espèce. 

27.  Dans  le  cas  des  courbes  de  genre  2,  les  résultats  précédents 
prennent  une  forme  plus  simple.  Les  groupes  y  comprennent  alors 
deux  points  que  nous  appellerons  points  conjugués. 

Il  y  a  deux  espèces  de  courbes  de  degré  n  et  de  genre  2. 

Soit  d'abord 


n  =  2 


l^- 


La  courbe  de  première  espèce  est  celle  dont  les  coordonnées  (\m 
points  sont  des  fonctions  thètafuchsicnnes  holomorphes  de  degré  u.. 
Su?*  une  telle  courbe,  fj.  -h  1  couples  de  points  conjugués  sont  tou- 
jours traversés  par  une  courbe  adjointe  C/2_2,  qui  ne  coupe  la  courbe 
primitive  qu'en  ces  points  et  aux  points  singuliers. 

La  courbe  de  deuxième  espèce  est  celle  dont  les  coordonnées  i\r< 
points  sont  des  fonctions  thètafuchsicnnes  de  degré  tx  -+-  1  avant 
deux  zéros  communs.  Sw  une  telle  courbe,  u.  couples  de  points  con- 
jugués sont  toujours  traversés  par  une  courbe  adjointe  C„_2  passant 
par  deux  points  fixes,  situés  sur  la  courbe  considérée. 

Soit 

n  =  2  ]x  —  1 . 

La  courbe  de  première  espèce  est  celle  dont  les  coordonnées  des 
points  sont  des  fonctions  thètafuchsicnnes  holomorphes  de  degré  u. 
ayant  un  zéro  commun.  Sur  une  telle  courbe,  [/.  couples  de  points 
conjugués  sont  toujours  traversés  par  une  courbe  adjointe  Cn_2, 
coupant  en  outre  la  courbe  primitive  en,  un  point  qui  est  fixe. 

La  courbe  de  deuxième  espèce  est  celle  dont  les  coordonnées  des 
points  sont  des  fonctions  thètafuclisienncs  holomorphes  de  degré 
ij.  -h  1 ,  ayant  trois  zéros  communs.  Sur  une  telle  courbef  (x  —  1  cou- 
ples de  points  conjugués  sont  toujours  traversés  par  une  courbe  ad- 
jointe C,,,..,  et  u.  couples  ne  le  sont  jamais. 
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XL  —    Intersection-  d'une  courbe  de  genre  p 

ET    D'UNE    COURBE    ALGÉBRIQUE. 

28.  Les  arguments  de  mn  points  d'intersection  de  la  courbe  S,  de 
degré  n  et  de  genre/?,  et  d'une  courbe  quelconque,  f(xn  #2>  xs)  =  °> 
de  degré  q,  sont  donnés  par  l'équation 

La  fonction  f  (z)  est  une  fonction  tliêtafuchsicnne  de  degré  \xq,  qui 
admet  comme  zéro  multiple  d'ordre  q  chacune  des  quantités  a,, 
as,  ...,  aA(');  les  autres  zéros  de  cette  fonction,  en  nombre  égal  à 
■2{j.q(p  —  1)  —  A7,  c'est-à-dire  à  wçr,  sont  les  arguments  des  nq  points 
communs  aux  deux  courbes. 

Inversement,  soit  /(z)  une  fonction  tliêtafuchsicnne  holomorphe 
de  degré  [t.q,  admettant  comme  zéros  multiples  d'ordre  q  les  quantités 
a,,  . . .,  aA  :  les  nq  autres  zéros  de  cette  fonction  ne  sont  pas  nécessaire- 
ment les  arguments  de  points  de  la  courbe  S,  situés  sur  une  courbe  de 
degré  q\  certaines  conditions  doivent  être  satisfaites  pour  qu'il  en  soit 
ainsi. 

29.  Le  nombre  de  ces  conditions  se  détermine  comme  il  suit. 
Remarquons  d'abord  que  les  fonctions  f(z)  que  nous  considérons 

sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  àe  (i\xq  —  i)( [p  —  1)  —  kq 
d'entre  elles  (n°  14)/,,/.,,  . . .;  et  distinguons  ensuite  deux  cas 

q  <C /t         et         q  =  n. 

Si  q  est  inférieur  à  11,  les  fonctions  de  la  forme  x1t(z)x'!/(z).r'li4(z)J 
où  qn  q2,  q3  sont  des  entiers  non  négatifs  de  somme  q,  ne  sont  liées 
par  aucune  relation  linéaire  et  homogène  (sinon  la  courbe  S  serait 
décomposable)  ;  ces  fonctions  sont  d'ailleurs  thêtafuchsiennes   holo- 

(')  On  suppose  toujours  ([ne  les  coordonnées  d'un  point  de  S  sonl  trois  fonc- 
tions thêtafuchsiennes  de  ;;-,  ayant  k  zéros  communs,  «j %k  ;  on  a  alors 

n  =  2{*(jo  —  1)  —  /.. 
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morphes  de  degré  \xq,  et  admettent  comme  zéros  multiples  d'ordre  q 
les  quantités  a,,  . . .,  aA  :  leur  nombre  étant  de  {(q  -h  i)("<7  -h  2),  on 
pourra  exprimer  i(5,'+"I)(^  +  2)  des  fonctions/,,/,,  . . .,  en  fonction 
linéaire  des  {ipq  —  i)Q»  —  i)—  kq  —  {{q  4-  \)(q  +  2)  autres  fonc- 
tions /,  et  des  fonctions  x\l  xf  x\* \  si  nous  écrivons  maintenant  que 
dans  l'expression  de/(-),  les  fonctions/  disparaissent,  nous  exprime- 
rons que  les  nq  zéros  de  /(-)  autres  que  a, ,  . . .,  aA,  sont  les  arguments 
de  points  de  S  situés  sur  une  courbe  de  degré  q.  Nous  avons  ainsi  un 
nombre  de  conditions  égal  à 

(2  [A?  -  i)(p  -  1)  -  kq  -  \(q  +.i)(q  -+-  2) 
ou,  puisque 

A-  =  2[k(p  —  1)  —  71, 
égal  à 

nq-{(q-hi)(q  +  2)-p  +  i. 

Si  q  est  égal  ou  supérieur  à  n,  les  fonctions 

x^xl/xl"         (qx^r-  q2'+  q3  =  q) 

sont  liées  par  des  relations  de  la  forme  générale 

tyq-n  étant  un  polynôme  quelconque  de  degré  q  —  n. 

Il  y  a  donc  entre  les  fonctions  x^xl^xf  un  nombre  de  relation  li- 
néaires et  homogènes  égal  au  nombre  des  coefficients  de  ^,  c'est-à-dire 
à  l;(q  —  n  ■+•  i)(q  —  n  -h  2),  et  le  nombre  de  ces  fonctions  linéaire- 
ment distinctes  sera  par  suite 

~(q  -+-  \){q  -h  2)  —  r,(q  —  n  -+-  \){q  —  n -h  2)=  nq  —  -,n(/i  -    3  ). 

On  en  conclut,  par  le  raisonnement  fait  plus  haut,  que  la  fonction 
/(  z)  devra  vérifier  ^n(n  —  3)—  p  ■+•  1  conditions,  pour  que  ses  nq 
zéros,  autres  que  a,,  . . .,  aA,  soient  les  arguments  de  points  de  S  situés 
sur  une  courbe  de  degré  q. 

Dans  le  cas  de  q  =  n  —  1  et  q  —  n  —  2,  le  nombre  <le  ces  relations 
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esl  le  même  que  pour  q^n,  c'est-à-dire  égal  au  nombre  des  poinls 
doubles  de  la  courbe  S. 

30.  On  peut  mettre  les  relations  dont  il  s'agit  sous  une  forme  très 
importante  au  point  de  vue  des  applications,  comme  l'a  fait  Clebsch 
dans  le  cas  des  courbes  de  genre  o  et  de  genre  r . 

Si  la  fonction  /(-)  est  une  somme  de  termes  de  la  forme 

x\*xl*xf  (q,  4-  q.,+  qa  =  q), 

il  est  clair  qu'on  aura,  en  désignant  par  (e,  e'  )  les  arguments  qui  cor- 
respondent à  un  point  double  E,  de  S  ('  ) 

(  r\  /(g)         /V) 

(l|)  x^'e)        x\(é) 

Les  relations  (i4)  sont  précisément  en  nombre  égal  à 

J/i(i»  —  3)  —  jP  +  i; 

elles  sont  nécessairement  vérifiées  quand  les  nq  zéros  de /(-),  autres 
que  a,, . . .,  aA,  sont  les  arguments  de  points  de  S  situés  sur  une  courbe 
algébrique  d'ordre  q\  je  dis  maintenant  qu'elles  sont  suffisantes. 

La  démonstration  de  ce  théorème  repose  sur  une  interprétation 
géométrique  simple  qu'on  peut  donner  de  chacune  de  ces  équa- 
tions (2). 

31.  D'après  la  proposition  II  du  §  VII,  les  nq  zéros  de  f(z)  dont  il 
s'agit  sont  situés,  avec  les  2(p  —  1)  points  simples  où  S  est  coupée  par 
une  courbe  adjointe  quelconque  d'ordre  n  —  3,  sur  une  courbe  adjointe 
d'ordre  n  ■+-  q  —  3.  Nous  désignerons  cette  dernière  courbe  par  F,  et 
la  courbe  d'ordre  n  —  3  considérée  par  P. 

(')  Dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la 
courbe  S  n'a  comme  poinls  singuliers  que  des  points  doubles  ou  de  rebrousse- 
ment. 

(-)  Nous  avons  donné  cette  interprétation  dans  le  cas  des  courbes  de  genre  un 
(Sur  les  courbes  de  genre  un,  p.  55  et  suiv.). 
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Si  n  -f-  q  —  3  est  égal  ou  supérieur  à/i,  c'est-à-dire  si  ^^3,  il  y  aura, 
pour  une  même  fonction  /(-),  une  infinité  de  courbes  F,  ayant  pour 
équation  générale 

(F)  F  =  F0-f-SlV3, 

F0  —  o  étant  l'équation  d'une  quelconque  d'entre  elles,  et  K?_3  dési 
gnant  un  polynôme  arbitraire  de  degré  q  —  3.  Il  résulte  de  cette  équa- 
tion que  les  courbes  F,  qui  correspondent  à  une  même  fonction  f(z  ). 
ont  même  tangente  en  un  quelconque  des  points  doubles  de  S. 
Or  on  a  évidemment 

(i5)  F(*)=aP(z)/(*), 

a  étant  une  constante. 

Supposons  vérifiée  une  des  équations  (i4) 

04)  f(e):x\(c)=f{c'):x]{c'). 

Prenons  pour  axes  x2  =  o  et  x3  =  o  les  deux  tangentes  à  S  au  point 
double  (e,  c')',  x.,  =  a  étant  tangente  à  la  branche  e,  x3  =  o  à  la 
branche  e'.  On  aura,  en  ordonnant  F  et  P  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  xK . 

F(.r, ,  xa\  x3)=  ~k(x2  h-  ax\)x"+g~''  -\-Çk'x\  -4- . .  ^x^"'*  -+- . . . 
P ( x{ ,  x,,  x\  )  =  [l(x.2  -f-  bx3)xq"''  H- 

Or,  d'après  (i5),  /(/')  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  fonction 

i  F(e  +  Q 

a    P  (  e  4-  e  )  ' 

pour  £  =  o. 

(  l'est  donc  la  limite  de  l'expression 

i  X  ^(e  +  Q  +  flXite  +  Q    .,,       x 
a   [jl  .r2(e  H-  s) -h  bxz(e-\-  e)  '    *'      '' 

M;iisx2(6'H-  £)  est  infiniment  piM.il  par  rapport  à  ./•.,(<"  -h  e),  puisque 
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.,•.,  =  o  est  la  tangente  de  la  branche  e  ;  il  reste  ainsi 
de  même 

el  la  relation  (i4)  donne  par  suite  a  =  b.  En  d'autres  tenues  : 

Si  V équation  (i4)?  relative  à  un  point  double,  est  vérifiée^   les 
courbes  F  et  P  se  louchent  en  ce  point. 

52.   Cela  posé,    si  les  équations  (i4)  sont  vérifiées  pour  tous  les 
points  doubles  de  S,  les  courbes  F  et  P  sont  tangentes  en 

£  n(n  —  3)  —  p  -h  1 

points  coïncidant  avec  les  points  doubles,  et  se  coupent  encore  aux 
±(  p  —  1)  points  simples  communs  à  S  et  à  P.  On  peut  donc  dire  que 
la  courbe  F  passe  par  les  points  d'intersection  des  courbes  S  et  P.  el 
Ton  peut  écrire  identiquement  (') 

F=APh-  bs, 

A  et  B  étant  deux  polynômes  entiers,  dé  degrés  q  el  q    -  >. 

33.  On  en  conclut  que  les  points  d'intersection  de  F  el  de  S,  non 
silués  sur  la  courbe  P,  c'est-à-dire  les  nq  points  dont  les  arguments 
vérifient  l'équation  f(z)  =  o,  sont  sur  la  courbe  de  degré  q,  A  =0. 

Les  équations  (1 4)  sont  donc  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que  les  nq  zéros  de  f(z):  autres  que  les  k  zéros  d'ordre  q 
a,,  ...,aA,  soient  les  arguments  de  nq  points  de  S,  situés  sur  une 
courbe  de  degré  q. 

lie  marque  I.  —  Si  la  fonction  f(z)  s'annule  pour  z  =  e  et  z  =  e', 
(')  Clbbsch,  Leçons  sur  la  Géométrie,  traduct.  Bknoist,  t.  II.  p.  \b. 
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l'équation  correspondante  est  identiquement  vérifiée,  et  le  nombre  des 
conditions  diminue  d'une  unité. 

Si  q  est  inférieur  ou  égal  à  n  —  3,  le  nombre  des  relations  auxquelles 
doit  satisfaire  la  fonction  considérée, /"(s),  est  égal,  comme  on  Fa  vu,  à 

nq  —  {{q  -h  i)(^4-  2)  —  p  -h  i; 

eu  ce  cas,  il  est  clair  que  les  équations  (i4)  ne  seront  pas  distinctes, 
et  qu'elles  se  réduiront 

nq  -  {(q ■+-  i)(q -+-  2)- p  -h  1 
d'entre  elles. 

Remarque  II.  —  Si  le  point  double  (e,  e')est  un  point  de  rebrous- 
seinent,  il  faut,  dans  l'équation  correspondante 

f{e)\x\{e)=f(e'):œ\(e>), 

faire  ë  =  e  +  £  et  faire  tendre  £  vers  zéro;  on  trouve  ainsi 

x^e)f'(e)=qx\(e)f(e). 


XII.   —  Applications  géométriques.   Courbes  de   contact. 

Soient,  sur  une  courbe  algébrique  S  de  degré  n  et  de  genre  /;, 
h  groupes,  g,,  g.2,  . . .,  gh,  comprenant  respectivement  /,,/.,,...,  //( 
points.  Nous  supposerons  qu'il  existe  une  courbe  algébrique 

y{xn  x.2,  x3)  =  o, 

de  degré  y,  ayant  avec  S  aux  lj  points  du  groupe  gj  un  contact  d'ordre 
Vj—  1,  (y  =  1,  2,  . . .,  h)  et  coupant  en  outre  S  en  A",  points  doubles 
et  en  k2  points  simples.  (  )n  a  ainsi 

in/  =  2/.-,  +  k2  +  /•,/,  -h. .  .-h  /•/,//,• 
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On  demanda  de  trouver  la  forme  de  l'équation  générale  des 
courbes  de  degré  q,  qui  coupent  S  aux  kt  points  doubles  et  aux  k2 
points  simples  précédents,  et  qui  ont  avec  S,  en  lj  points  formant  un 
groupe  équivalent  à  gj,  un  contact  d'ordre  r,  —  i  ;  (j  =  i,  2,  ...h). 

En  d'autres  termes,  il  s'agit  de  trouver  sous  quelle  forme  entrenl 
les  constantes  arbitraires  dans  l'équation /=  o,  de  ces  courbes  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  dans  la  fonction  f(z)=f\xl  (z),  . .  .J. 

La  fonction  F(V)=  ^4-r  est  évidemment  une  fonction  fuchsienne 
v   '        ?(*) 

d'ordre  nq  —  ikK  —  k2. 

Soient  OLj,$j,  . ..,  Xy,  les  arguments  des  points  du  groupe  »,  ;  ay, 
S'.,  ...,  X',  les  arguments  des  points  d'un  groupe  quelconque,  équivalent 
au  précédent,  et  par  lequel  passe  la  courbe/  =  o. 

Il  existe  une  et  une  seule  fonction  fuchsienne,  Fj(z),  ayant  pour 
infinis  ay,  ...,Xy  et  pour  zéros  a),  (J},  ...,X}  (n°  12,  Remarque); 
inversement,  toute  fonction  fuchsienne  d'ordre  lr  ayant  pour  infinis 
y.n  ...,Xy,  aura  pour  zéros  les  arguments  des  points  d'un  groupe 
équivalent  à  gj.  Or  les  fonctions  fuchsiennes  ayant  mêmes  infinis,  en 
nombre  lj,  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  d'un  certain 
nombre  d'entre  elles  :  ce  nombre  est  égal  à  Ij—p  +  i,  si  gj  n'est  pas 
un  groupe  spécial,  et  à  lj  -  p  -h  1  -h  pj  si  gj  est  un  groupe  spécial 
d'indice  py  (n°19). 

On  a  donc 

Fy(2)  =  >)lFy'(2)  +  t)iF/1(S)  +  r)JFf(2)+,..  +  1l„/F7*(2)) 

en  posant  pour  abréger  rrtj  =  lj  —  p  -+-  1-+  ?j- 

Dans  cette  formule  Y],,  Y)2,  . . .  sont  des  constantes  qui  sont  arbi- 
traires, si  l'on  n'impose  pas  à  et),  ...,  X}  d'autre  condition  (pic  d'être 
les  arguments  des  points  d'un  groupe  équivalent  à  gj. 

57.  De  là  résulte  la  forme  de  la  fonction  F(s);  on  a  en  effet  évi- 
demment 

F(O=F?(*)F?C0- <•**(*) 
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et,  par  suite 

i/0)  =  ?(~-)FO) 

(/)  =*(*)[«!  F?  '  H-  a2  Ff  + . . .  +  a„„  F™]". 

Nous  écrirons  symboliquement 

(fbi,)     f(z)=(u,...am,y.^l...?,„:y,...(S,...s„,lyl,. 

D'après  la  formule  (/),  les  zéros  de  /(-)  sont  :  i°  les  arguments 
correspondant  aux  />•,  points  doubles  et  aux  k.2  points  simples  consi- 
dérés sur  S;  20  les  arguments  de  h  groupes,  équivalents  à  gn  . . .,  gA, 
aux  degrés  respectifs  /*,,  . . .,  rh  de  multiplicité;  3°  les  k  zéros  communs 
aux  trois  fonctions  thètafuchsienncs  xt(z),  x2(z),x.i(z)1  au  degré  q 
de  multiplicité.  Il  reste  maintenant  à  exprimer  que  les  nq  zéros  des 
deux  premières  catégories  sont  les  arguments  de  nq  points  de  S  si  [nés 
sur  une  courbe  de  degré  q,  passant  par  A-,  points  doubles  de  la  courbe  S  : 
on  écrira  pour  cela  les  relations  (i/j) 

04)  f(e):x<(e)=f(e>):œï{e'). 

Ces  équations  seront  en  nombre  égal  à 

£  n(n  —  3)  —  p  -+- 1  —  kn 

si  q>  n  —  2,  et  à 

M—  Kv  +  l)(Ç~+  2)-/>4-i  -  kn 

si  ?</î-3(§XI). 

Jolies  établiront  des  relations  entre  les  constantes  a,  (3,  ...,o  qui 
figurent  dans  les  formules  (/)  et  (f  bis). 

De  là  résultera  sans  difficulté  la  forme  de  l'équation  générale  cher- 
chée. 

58.  Parmi  les  applications  qu'on  peut  faire  de  cette  théorie,  la  plus 
importante  est  relative  à  l'étude  des  courbes  de  contact.  Le  problème 
à  traiter  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 
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Problème  des  courbes  de  contact.  —  Soil 

nq  =  2 /»-,-+-  k,-h  ri,         q>n  —  i. 

Trouver  l'équation  générale  des  courbes  de  degré  q  qui  passent 
par  h  ,  points  doubles  et  k2  points  simples  donnés  sur  une  courbe  S, 
de  degré  n  et  de  genre  p,  et  qui  ont  avec  celte  courbe  en  l  points  un 
contact  d'ordre  r  —  r . 

Dans  ce  qui  suit,  nous  désignerons  par  d,  pour  abréger,  le  nombre 
des  points  doubles  de  la  courbe  S 

d  — -  ^  n(n  —  3)  —  p  -h  i. 

Soil  m ,(a?n  oc.,,  x3)  =  o  une  des  courbes  répondant  à  la  question,  et 
ayant  avec  S  un  contact  d'ordre  r—  i  aux  /  points  d'arguments  (3,, 
(32,  . . .,  (3,.  Soient  a,,  . . .,  a,  les  arguments  des  points  mobiles  où  Tune 
quelconque  des  courbes  cherchées,  f(x{,  x2,  x3)=  o,  touche  S.  On 
a,  par  l'application  du  théorème  d'Abcl, 

/•  f\.<  z)dz +...+/•  rai0/(^)^  =  Aû>fH-A'(!);. +...-+-  A^-«Jw^-n 

(i  =  i,2,  ...,/?) 
d'où 

(16)      faibi(z)dz+...+  r\t(z)dz=  - ( htùt 4-  AX-  +  ...)■ 

'P.  ^P/  ' 

Dans  le  second  membre,  on  peut  donner  aux  ip  entiers  //,  A',  . .. 
1rs  valeurs  o,  i  ,...,/•—  i  :  il  en  résulte  que  les  courbes  cherchées  se 
divisent  en  r2p  systèmes,  et  que  les  groupes  formés  par  les  /  points  de 
contact  correspondant  aux  courbes  d'un  même  système  sont  équiva- 
lents. 

Supposons  que  les  courbes  cp  =  o  et  /  =  o  appartiennent  au  même 
système;  on  aura,  d'après  ce  qui  précède. 

/\z)  =  o(z)\liV^  +  )J^+...+  AmFW|'', 
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A, ,  . . . , Xw  étant  des  constantes,  et  étant  posé 

m=  l  —  p  -t-  i  -h  p, 

en  désignant  par  p  l'indice  du  système  des  groupes  équivalents  au 
groupe  des  points  de  contact  de  S  et  de  <p.  (Dans  le  cas  général,  ce 
système  ne  sera  pas  spécial,  et  l'on  aura  p  =  o.) 

Les  fonctions  F(1),  . . .,  F(m)  sont  des  fonctions  fuclisiennes  d'ordre  /. 
ayant  pour  infinis  les  quantités  (3,,  [32,  . . .,  (3,. 

On  a  de  plus  entre  les  constantes  X,, . . .,  ~km  les  équations  (i4)>  qui 
prennent  ici  une  forme  remarquable. 

On  a,  en  effet  (n°  30), 

T(Q-gf(g) 

cp(e)  a?f(e') 
et,  par  suite, 

[X,F^(e)  +  ;..+XroF^(e)f  =  [XIF^(e')-f-...  +  XTOF^(e')]r. 

On  a  d—k{  équations  de  cette  forme.  On  peut  les  écrire,  en 
extrayant  les  racines  /*iemes  des  deux  membres, 

(17)   lt¥<i\e)+.,.^lmF^(e)  =  es^[\F^e')+...^Xm¥^(e% 

s  étant  un  entier  qui  peut  prendre  les  valeurs  o,  1 ,  . . .,  /  —  1  (  '  ). 

En  combinant  ces  valeurs,  on  aura,  puisqu'il  y  a  d  —  kt  équations 
de  la  forme  précédente,  rd~ki  groupes  d'équations  linéaires  et  homo- 
gènes en  X,,...,Xm,  et  les  solutions  du  problème  s'obtiendront  en 
égalant  à  zéro  les  d—  kt  premiers  membres  des  d  —  kt  équations  de 
l'un  quelconque  de  ces  groupes. 

Considérons  les  équations  d'un  des  groupes  :  on  en  tirera  la  valeur 

(')  Ces  équations  peuvent  aussi  s'écrire 

2 

1  r  /     \  1  «      1 

f(e)  =  ^1e  *S~f{e>). 

Cette  forme  nous  sera  utile  plus  loin. 
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de  d  —  /i,  des  constantes  A,,  . . .,  A,„  en  fonction  linéaire  et  homogène 
des  m  —  d+  k{  autres,  et  Ton  aura  ainsi 

A, a     fl ,   étant  maintenant  des  constantes  arbitraires. 

I   7  7  1/1  — il  4-  A  | 

En  conséquence,  l'équation   générale  des  courbes  appartenant   au 
groupe  considéré  sera  de  la  forme 

<  »  =/(#, ,  x2,  x3  )  =  À'j  A,.  )0  ...i0  -f-  rl\  "'  A2  A,._t>  i,...o  +  •••  -h  >C  rf+A|  A0_    v.. 

Los  A  sont  des  polynômes  de  degré  q  en  x{,x.2,x3,  qui,  égalés  à 
zéro,  représentent  des  courbes  de  degré  q  passant  par  les  kt  points 

doubles  <>t  les  k.2  points  simples  donnés  sur  la  courbe  S;  on  a 

A,,,,...,<»  =  <pO)tfO), 

a,._, .(*)=?(«)?r<«)T.'(«). 


59.   On  peut  donc  énoncer  les  résultats  suivants  : 

Soit 

nq  =  'i A -,  -h  /. a  H-  /'/,  q>n  —  2. 

Les  courbes  de  degré  q,  qui  passent  par  A,  points  doubles  et  k\, 
points  simples  donnés  sur  une  courbe  S,  de  degré  n  et  de  genre  p. 
et  qui  ont  avec  celle  courbe  en  l  points  un  contact  (Tordre  r  —  i,  se 
divisent  en  rip  systèmes  :  pour  les  courbes  d'un  même  système,  les  I 
points  de  contact  avec  S  forment  des  groupes  équivalents. 

Chaque  système  se  divise  en  /*rf-A«  groupes,  et  I 'équation  générale 
des  courbes  d'un  même  groupe  est  de  la  forme 

(18)        a; A,,0i  . 0 -f-  rV'y1 \.2 A,_lp uo  +  ...+  A,',',_,/+a, A0i ... ,.=  o, 

où  A,,  Xa,  . . .  désignent  des  constantes  arbitraires,  et  où  l'on  a  /><>s(; 

m  =  l  - p  -f-  i  -h  p, 

p  étant  l' indice  du  système  des  groupes  équivalents  formés  par  les  I 
points  de  contact  des  courbes  considérées. 
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40.  Remarque  I.  —  Il  résulte  de  l'équation  (18)  que,  pour  que  le 
problème  soit  possible,  il  faut  qu'on  ait 

m  —  d-\-  kt  =  i, 

c'est-à-dire 

/  +  p  +  k{>p  -+-d. 

Eu  général,  si  les  points  donnés  sur  S  sont  choisis  arbitrairement, 
les  groupes  équivalents  formés  par  les  points  de  contact  des  courbes 
d'un  même  système  ne  sont  pas  spéciaux  et  Ton  a 

p  =  o. 

La  condition  ci-dessus  devient  alors 

l  h-  k\=p  -+-  d. 
On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  la  proposition  suivante  : 

Soit  g  un  groupe  quelconque  de  l  points,  situés  sur  une  courbe  S 
de  genre  p,  à  d  points  doubles  :  une  courbe  quelconque  de  degré  q 
ayant  avec  S  en  ces  l points  un  contact  d'ordre  r  —  1  coupe,  en  outre, 
la  courbe  en  k,  points  doubles  et  k2points  simples.  Inversement,  par 
ces  A,  -1-  k2  points,  on  peut  faire  passer  rd~k<  groupes  de  courbes 
de  degré  q,  ayant  respectivement  avec  S  des  contacts  d'ordre  r  —  1 
en  l  points  formant  un  groupe  équivalent  à  g.  L'équation  générale 
des  courbes  d'un  groupe  est  de  la  forme  (18)  et  renferme 

l  —  p  —  d  -+-  k, 

paramètres  arbitraires. 

Si  le  groupe  g  est  un  groupe  spécial  d'indice  p,  le  nombre  de  ces 
paramètres  est  augmenté  de  p. 

Cette  proposition  est  une  généralisation  de  celle  du  n°  25  sur  les 
propriétés  des  groupes  spéciaux. 

41.  Remarque  II.  —  Si  ^est  égal  ou  supérieur  à  n,  on  ajoutera  au 
second  membre  de  l'équation  (18)  le  produit  SR9_„,  où  \\q-n  désigne 
un  polynôme  quelconque  de  degré  q  —  n  en  x{,  x.2,  a?„. 
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42.  Remarque  III.  —  Si  q  est  inférieur  à  //  —  2,  les  équations  (17) 
seront  au  nombre  de  nq  —  f(q  -h  \)(q  +  2)  —  A-,  —  p  -+-  1  (n°  ô,"  );  il 
n'y  aura  ainsi,  dans  chaque  système,  que 


"'/-  iiq+Uq+*)-*t-p- 

r 


groupes  de  courbes  de  contact. 

En  particulier,  pour  q  =  n  —  3,  ce  nombre  devient  r4-*'*  (  '  ). 

43.  Remarque  IV .  —  Si  la  courbe  Sa  des  points  de  rebroussement, 
il  convient  de  modifier  légèrement  les  énoncés  précédents. 

Supposons  que,  parmi  les  d — k,  points  doubles  par  lesquels  ne 
passent  pas  les  courbes  de  contact  considérées,  il  y  ait  H  points  de 
rebroussement,  d'arguments  et,  e2,  . . . ,  eR. 

L'équation  (i4)  relative  à  l'un  de  ces  points  devient  (53) 

f'(et  )  x{  (e,  )  =  qf(e,)  x\  (et), 


(  '  )  On  doit  remarquer  que,  si  q  est  inférieur  à  n  —  3,  le  problème  <les  courbes 
de  contact  est  généralement  impossible.  En  effet,  pour  qu'il  soit  possible,  il  faut, 
comme  on  le  voit  aisément  en  appliquant  la  méthode  du  nu  '*(),  qu'on  ait 

(V  )  l  —  p  -H-  p  —  nq  -4-  \{q  -4-  i)(q  -4-  2)  -h  kt -+-/>^  1 . 

(  )r  on  a 

nq  =  2/.,  -+-  £a  +  ri; 

la  ])lns  grande  valeur  de  /,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  correspond  à  la  plus 
|nlile  valeur  de  r,  soit  r  =  2;  si  l'on  fait  cette  hypothèse  dans  la  relation  précé- 
dente, l'inégalité  ( i)  entraîne  la  suivante 

nq        1  .  w  .        kt  . 

,       .     .  .  /«, 

et,  a  fortiori,  en  supprimant  —  > 

2  p  4-  q  ( q  —  n  -+-  3  )  -r.  o. 
En  général,  p  =  o,  et  l'on  doit  avoir  par  suite  q     11  —  3. 
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c'est-à-dire,  puisque  Fou  a 

/(-)  =  ?(-)(>,  F"'  +  •'..+  a,„F<"')/  =  <((z)Y(z), 

o=«r,(«.)[ï,(<».)+(«o+'-9(<».)*'(«.)-î^ï(«.)K«.)  •■ 

'|(6',)  ne  peut  être  nul  que  si  la  courbe  /  =  o  passe  par  le  point  de 
rebroussement  (e,),  ce  qu'on  ne  suppose  pas;  en  égalant  à  zéro  la 
quantité  entre  crochets,  on  trouve  une  relation  linéaire  et  homogène 
en  X0  \2,  ...,  Xm. 

On  conclut  de  là  que  le  nombre  des  groupes  que  comprend  un  des 
r2p  systèmes  de  courbes  de  contact  est  égal  à 


H-R-*.     si     qln-i 


et  a 

««/—  S  (7  +  1  ) (fl+8)  —  A,  — n  — R  +  l 


si      q  <i  n 2. 


PROPRIETES    DES     SYSTEMES    DE     POINTS     DE    CONTACT. 

44.  On  peut  donner,  relativement  à  la  distribution  des  points  où  les 
courbes  de  contact  touchent  la  courbe  considérée,  quelques  proposi- 
tions simples,  qui  sont  l'extension  de  quelques  résultats  énoncés  par 
Clebsch  dans  le  cas  où  les  courbes  de  contact  sont  des  courbes  ad- 
jointes. 

Ces  recherches  mettront  en  évidence  l'existence  d'une  classe  de  fonc- 
tions uniformes  intéressantes,  et  dont  l'étude  est  liée  à  celle  des  fonc- 
tions fuchsiennes. 

Soient  deux  courbes  de  contact  appartenant  à  un  même  système, 
fz=  o  et  f,  =  o.  On  a 

/(»)  =  ?(*)  [X,F<'>+XsF*>  +  ...r=<p<>)<K(*), 

/,(*^=ç(«)fKi,P'>  +  mEw+...]'=ç(*)<K(«)î 

<p  =  o  est  Téquation  d'une  quelconque  des  courbes  du  système  consi- 
déré, '^  et  rj>,  sont  des  fonctions  fuchsiennes  ayant  mêmes  infinis. 

1 

La  fonction  (  '-4  I  j  c'est-à-dire  ^>  est  donc  une  fond  ion  fuchsienne, 
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«loi  ii  les  zéi  os  el  les  infinis  sont  respectivement  les  arguments  des /points 
de  contact  de  S  avec  les  courbes  f  el  /',. 

Cherchons  ce  que  devient   la  fonction  (^J   dans  le  cas  où  fK  =  o 

■  m  une  courbe  <l<'  contact   appartenant  à   un  autre  système  que  la 
courbe  /      <>.  Soit  posé,  pour  abréger, 


=  mi 

La   fonction  est   uniforme  dans  l'intérieur  du  cercle  fonda- 

mental;  je  dis  qu'il  en  esl  de  même  de  la  fonction  ^|  ri. 

En  effet,  les  zéros  < !« ■  /"<  r  »  |  <  m  /*,  <  -  •  |  -•  m t  :  i"  l<^  /,  zéros  communs 
.1  /  .         :   .   chacun    au  degré  q  de  multiplicité;  2°   les 

•  /.,  •  /,,  arguments  «pii  correspondent  aux  points  fixes  de  S  par  les- 
quels passent  les  courbes  de  contact  de  l;i  famille  considérée;  \°  les 
arguments  des  /  points  de  contact  de  /  <>  [ou  /',  <>  |  <•!  de  S,  chacun 
.m  <!<■:_:!<'•  /■  (!<•  multiplicité. 

Il  résulte  de  là  que  les  zéros  et  les  Infinis  <!<'  la  fonction     —.     sont 

tous  d'un  degré  de  multiplicité  égal  ;'i  /•,  et  par  conséquent  la  fonc- 
tion reste  monodrome  dans  le  domaine  <1<'  l'un  quelconque  des 
points  correspondants;  elle  esl  donc  uniforme  dans  l'intérieur  du  cercle 
fondamental. 

I  )"iin  autre  côté,  <>n  a,  en  désignant  par  i  j,  — — —  )  une  Quelconque 

<l<-  ■?./>  substitutions  fondamentales  <lu  groupe  (  ï.  générateur  des  fonc- 
tions fuchsiennes  considérées 

el .  par  Biute, 

■  :^)=        -    a-«.» v). 

Ii  étant  un  entier,  <|ui  est  évidemment  »  1 1 1  ï .  j  1 1  «  •  ej  déterminé  quand  la 
substitution  (.-.'"  i  est  donnée. 
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Si  Ton  remplace  la  courbe  /,  =  o  par  une  autre  courbe  de  contact, 
f\  =  o  appartenant  au  même  système,  on  a  une  nouvelle  fonction 

'.<•>  =  [#$ 

et  je  dis  qu'elle  satisfait  aux  relations 

où  hj  est  le  môme  que  pour  la  fonction  ^,  (z)  ;  le  quotient  "^     >  c'est- 

'!'  i  (  -  ) 
i 

à-dire     •  '   ~'      >  est  en  effet  une  fonction  fuchsienne  de  groupe  (  • . 

d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  puisque  les  courbes  f[  —  o  et  /,  =  o 
appartiennent  au  même  système. 

Considérons  maintenant  une  courbe  de  contact/.,  =  o  appartenant 

1 

a  un  nouveau  système;  et  soit  §2{z)  =    -  ?  ~'       la  fonction  correspon- 
dante. On  a 

**  $£%)  =  '»(«>•'"'*      (y  =  i,  », .. .,  v). 

Je  dis  que  la  suite  (g-,,  g\>,  . . . ,  gy?)  diffère  de  la  suite  (//, h2p  ): 

s'il  en  était  autrement,  la  fonction  uniforme 


L/i(*)J 


serait  en  effet  une  fonction  fuchsienne  de  groupe  G,  et  l'on  aurait,  en 

désignant  par  [5,,  .  .  .,  ${  les  arguments  des  points  de  contact  de  S  et 
de  /*, ,  par  y, ,  . . . ,  y,  ceux  des  points  de  contact  de  S  el  <!•'  /'.,, 


f  'oi(z)dz  -+-... ^-  f    Bi(z)dz  =  ho>i+h,(û'i+, 

'P.  J?i 

(/=  I,  2,  ...,/>)• 
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Les  groupes  ((3 (3/)  et  (7 7  1  seraient  alors  équivalents, 

qui  est  impossible,  puisque  les  courbes  ft      «>  ''t  ft  =  o  font  partie 

de  deux  systèmes  de  contact  différents    38 

il  résulte  de  là  <  j  1 1  «  -,  si  l'on  considère  successivement  les  r*p  systèmes 

de  courbes  de  contact,  on  fonn  sternes  de  fonctions  itis- 

faisant  aux  relations 

0    ■•» ■/■■• 

•  •i   pour  chacun  de  ces  /*/'  systèmes,  les  suites  <  />,.  &a hSf  1  -<>m 

différentes.  Or  le  nombre  de  suites  différentes  qu'on  peut  former  en 

donnant  ;'i  A, hlp  les  valeurs  <>.  1 r  -  i  est  précisément  égal 

i'i /■-'/' :  on  voit  iiin^i  qu'il  existe  un  système  de  fonctions  ^(z)  satisfai- 
sant à  des  relations  de  la  forme  précédente,  où  h hap  sont  des 

entiers  choisis  arbitrairement. 

15.  Nous  pouvons  par  suite  énoncer  le  théorème  algébrique  sui- 
vant : 

Soit  <■  un  groupe  fuchsien}  dérivant  de  ip  substitutions  1  '  1.  On 
peut  former  des  fonctions  uniformes  dans  l'intérieur  du  cercle 
fondamental  satisfaisant  aux  relations 

'(£r5îH        '      "    '■ v>. 

où  (  r.  — '  l  ''s/  une  auelconaue  des  substitutions  fondamentales 

il  11  groupe  <  «.  et  où  //,  c*/  un  entier  choisi  arbitrairement. 

Les  considérations  géométriques  qui  précèdent  mettent  en  évidence 
l'existence  et  la  forme  de  pareilles  fonctions  :  toutes  lés  fonctions  de 
même  nature  s'obtiennent  d'ailleurs  en  multipliant  l'une  des  pré< 
dentés  par  une  fonction  fuchsienne  quelconque,  de  groupe  G. 


1  1    h;.. m      bien  entendu,  des  groupes  <■  qui  donnent  naissance  à 

un  |".lv  ...ii.  I;    de  la  nal tire  indiquée  au  n    2 


APPLICATION    DE    LA    THÉORIE    DES    FONCTIONS    FUCHSIENNES.  2f)^7 

46.  Au  point  de  vue  géométrique,  on  peut  déduire  de  ce  qui  précède 
quelques  conséquences  intéressantes. 

Soient  /,  =  o,  f2  =  o,  ...,/,.=  o,  ;-  courbes  de  contact  quelconques, 
appartenant  aux  systèmes 


(A,,//2,  ...h2p),     (g-ng,,...g-2p), 
c'est-à-dire  telles  qu'on  ait 


,       (^  tf ,  ea,  .  .  .  'ip)^ 


ïïmziïH^ 


e 


(j  =  i,2,...,2/n. 


et  considérons  la  fonction 


On  peut  écrire 


*(.)=/(«)$)?(f 


./ 


et,  sous  cette  forme,  on  voit  que  $(-)  est  une  fonction  uniforme,  sans 
infinis  dans  l'intérieur  du  cercle  fondamental,  et  satisfaisant,  puisque 
f(z)  est  une  fonction  thetafuchsienne  de  degré  it.q,  aux  relations 


$(^^)=$«(^+ra)2Me 


»«*;■+«•/+■•■  +  '/)-=■ 


Au  point  de  vue  analytique,  on  est  ainsi  en  présence  d'une  fonction 
holomorphc,  analogue  aux  fonctions  tliétafuchsicnnes  sans  infinis,  ol 
il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  qu'on  peut  choisir  la  fonction  fr(z) 
de  façon  que,  quelles  que  soient/,  (z),  . . .,/,._,  (-),  la  quantité 


bj  +  gj  +  >~+h 


ait,  suivant  le  module  /•,  une  valeur  entière  quelconque  (J  =  i ,  2, ...,  2/>). 
On  peut,  en  particulier,  étant  donnés  les  systèmes  auxquels  appar- 


i..     BUMBBRT. 

tiennent  les  courbes  /,  =  o,  ..  .,/,._,  =  <>.  choisir  le  système  auquel 
appartient  La  courbe  fr=  o  de  façon  que  '\'<  z  \  soit  une  fonction  théta- 
fuchsienne  holomorphe. 

Non-  dirons  en  ce  cas  que  Les  r  systèmes 

</',•/', htp),     <  -,.  fa gtp),     ...,     (/,.  lt /. 

sont  complémentaires.  Les  condition-  à  vérifier  sont  pour  cela 

// ,  -r-  g ,  -h  .  •  •  -h  / ,  =  h  ,  -4-  £  a  -h  .  .  .  H-  /,,  =  .  •  • 

^hap-h gtp-h..  .-h  l2p=o    (  mod  /•  t. 

(  )n  peut  alors  <  §  \  1 1  »  énoncer  La  proposition  suivante  : 

Soient  r  courbes  de  contact  appartenant  à  r  systèmes  complémen- 
taires :  par  leurs  points  de  contact  avec  S.  les  points  fixes  donnés 
sur  cette  courbe^  et  2 1  p  1  > points  simples  de  S  situés  sur  une  courbe 
adjointe  quelconque  P,  d'ordre  n  —  3,  on  /»■///  mener  une  courbe 
adjointe  $  d'ordre  n  -h  y       3. 

Les  tangentes  menées  aux  courbes  '!'  el  I*,  en  l'un  quelconque  tics 
points  doubles  de  S.  présentent  une  propriété  intéressante. 

Supposons  ''n  effel  que  les  courbes  /,  :    <».  ./'2  =  »> fr=  oappar 

tiennent  respectivement,  dans  Les  systèmes  complémentaires  dont  elles 

fonl  partie,  aux  groupes  (s ,,  s, v,  ,  >.  (*„  l, /,_,  | 

■  i ,.  i , vé  «  >,  c'est-à-dire  que  L'on  ait  |  note  du  n"  ."S  > 


in     i 


/f(g/)=^ifi>e",;y< 

(«      i  •  ■ rf  —  *i); 

mu  en  tire 

Cette  relation  peut  recevoir  une  interprétation  géométrique  ana 
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logue  à  celle  qui  a  été  donnée  au  §  XI  ;  en  prenant  pour  axes  x2  =  o 
et  x3  =  o  les  tangentes  à  S  au  point  double  (e/,  e)),  et  en  supposant 
que  les  équations  des  tangentes  en  ce  point  aux  courbes  (I>  et  P  soient 
respectivement 

x2  -+-  ciiX:i  =  o,         x2  -+-  &,a?3  =  o; 

on  voit  comme  au  n°  31  que  la  relation  qui  précède  donne 

"<       _  ^2{ti+ti  +  ...+vi)  — 


En  d'autres  termes 


Les  points  de  contact  avec  S  de  r  courbes  appartenant  à  des  sys- 
tèmes complémentaires  et  faisant  partie  de  groupes  déterminés, 
sont  situés,  avec  les  points  fixes  donnés,  et  lesi(p  —  i)  points  simples 
où  S  est  traversée  par  une  courbe  adjointe  quelconque  P  d'ordre 
n  —  ^,  sur  une  courbe  adjointe  (D  d'ordre  n  -+-  q  —  3  :  le  rapport  anhar- 
monique  du  faisceau  formé  par  les  tangentes  à  la  courbe  S  en  un 
de  ses  points  doubles,  et  les  tangentes  en  ce  même  point  aux  courbes  (I} 
etP,  est  égal  à  une  des  racines  riè"ies  de  l'unité,  et  il  reste  fixe  quand 
les  courbes  de  contact  considérées  varient  sans  cesser  d'appartenir 
aux  systèmes  et  aux  groupes  primitivement  ji  ces. 

On  peut  toujours,  étant  donnés  les  groupes  auxquels  appartiennent 
dans  leurs  systèmes,  supposés  toujours  complémentaires,  les  courbes 
fK  =  o,  . . .,/,-,  =  o,  choisir  le  groupe  de  la  courbe  fi.  =  o,  de  façon 
qu'on  ait 

*i4-/*-K..-4-  Pf=so  (mod/1);  (i  =  1,  2,  ...,d—  A,  ). 

et  Ton  a  en  ce  cas 

Les  points  de  contact  des  r  courbes  considérées  sont  alors  situés, 
avec  les  points  fixes,  sur  une  courbe  de  degré  q  (11"  53). 

Nous  dirons  en  ce  cas  que  les  groupes  (s, ,  s2 . . . ,  sd_kt),  (t{ , . . . ,  l,,_ki  ),..., 
(vt,v2,  . . . ,  vA_k  )  sont  complémentaires. 

Joiim.  de  Math.  (4e  sériel,  tome  II.  —   Fa«c.  III,  iS86.  ^9 
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<  )u  peu!  donc  énoncer  I<-  théorème  suivant  : 

Les  points  de  contact  de  r  courbes  appartenant  à  des  systèmes  <-t  à 
des  groupes  complémentaires  sont  situés,  avec  les  points  li\<'-.  sur  une 
courbe  <!'■  degré  q. 

En  particulier  : 

Les  points  de  contact  de  r  courbes  appartenant  à  un  même  sys- 
tème et  à  /m  même  groupe  son/  situés,  avec  les  points  fixes,  sur  une 
courbe  de  degré  q. 

Il  résulte  égalemenl  de  là  que  : 

Si  par  h-s  points  de  contact  de  r—  i  courbes  quelconques  de  la 
famille  considérée  et  pur  les  points  fixes,  on  mène  une  courbe  de 
degré  q,  cette  courbe  coupe  S  en  I  nouveaux  points,  qui  -sont  1rs  points 
de  contact  d'une  r1*1*6  courbe  de  la  même  famille.  Le  système  et  le 
groupe  auxquels  appartient  cette  courbe  restent  /ires  quand  les 
systèmes  et  les  groupes  auxquels  appartiennent  respectivement  les 
/•  —  i  premières  courbes  restent  fixes  eux-mêmes.  Si  les  r  \  pre- 
mières courbes  appartiennent  à  un  même  système,  ht  /■""■'  courbe 
appartiendra  à  ce  système. 

\1 .  L'équation  de  La  courbe  qui  passe  par  les  points  fixes  <•!  Ic> 
points  <!<•  contacl  de  r  courbes  «lu  même  système  el  du  même  groupe 
«•>i  facile  à  Former. 

Soienl  /,      o A      H  ces  courbes. 

On  a 

/«(*)        ?W(f*.?.+ 



/;(*)=?<*)<«.?.+ )r- 

1 .1  fonction  'l'i  1 1  ;i  ici  pour  expression 

'!'<:>       ?(*)(X,<p,    hX,9,  K..)--(«i?i+.. 
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En  développant  le  second  membre  et  remplaçant,  comme  au  n°  58, 

<?(*)?*     CO  Par      Ar,o,...o, 

?(-)?r'(-)?2(-)     par     Ar_, ,,,...„, 


on  obtiendra  le  premier  membre  de  l'équation  cherchée 
o  =  A,  p.,  ...rar,  Ar)0...0  +  (X2(xl  ...gt,h-  A,  (x2 ...  gt, -h... -hX,  a,  ...xff1)Ar_li,i.„0- 

48.  Dans  le  cas  où  les  courbes  de  contact  de  degré  <^r  ne  passent  par 
aucun  point  fixe  donné  sur  S,  on  a 

/•/  =  nq. 
Supposons  qu'on  ait  aussi 

/■'/  =  nq\ 

r'  et  q'  étant  des  entiers  inférieurs  à  r  et  à  q. 

Soient/,  —  o,  . .  .,fr  •  =  o,  r'  courbes  de  contact  quelconques  ;  posons 

$-(=) =/:«/!<»•  ■•/;(=)• 

La  fonction  fi(z)f2(z)  ...  fr>  (z)  a  pour  zéros  :  i°  chacun  des  zéros 
communs  à  x{(z),  x2(z),  x3(z)  au  degré  qr'  ou  ^'/-  de  multiplicité; 
20  chacun  des  arguments  des  points  de  contact  de  S  et  des  courbes 
de  /,  =  o,  ...  //  =  o,  au  degré  /•  de  multiplicité  :  il  en  résulte  que  (I)'(-) 
est  une  fonction  uniforme,  et  l'on  démontre  comme  pins  haut  les  pro- 
positions suivantes  : 

Si  par  les  points  de  contact  de  r' —  i  courbes  quelconques  de  la 
famille  considérée  on  mène  une  courbe  de  degré  q' ',  cette  courbe 
coupe  S  en  l  nouveaux  points  qui  sont  les  points  de  contact  d'une 
r'ième  courjje  de  ia  même  famille. 

Le  système  et  le  groupe  auxquels  appartient  cette  courbe  restent 
fixes  quand  les  systèmes  et  les  groupes  auxquels  appartiennent  res- 
pectivement les  r'  —  i  premières  courbes  restent  fixes  eux-mêmes. 


,,.     lll  MI1KRT. 

io  ' 


I  \s    PARI  ICI  LIEHS. 


Kg    Supposons  que  les  courbes  de  contacl  de  degré  q  oc  passent 
par  aucUn  point  fixe  donné  sur  S,  de  sorte  qu'on  au 

//      nq: 

admettons  de  plus  que 

q      7  s- 
r  =  /■'*. 

réuni  un  entier,  etr  et  q1  étanl  premiers  entre  eux, 

n  cst  clair  qu'on  aura  une  courbe  de  contact  de  degré?,  ayant  avec! 
cn   l  point,  un  contacl    d'ordre   ,       i,  en  prenant    une  courbe  de 
degré  V.ayanten/ pointe  un  contact  d'ordre  r<-.,  et  en cmnplanl 

cette  courbe  s  fois.  , 

Soi,  ?  =  o  l'équation  d'une  telle  courbe  de  degré  ?  ;  désig s  pai 

3  I,.  arguments  -I-  —  poïntsde  contacl  avec  S,  et  par  a, a, 

eeux "des  points  de  contact  avec  S  d'une  courbe  de  degré  y. 

On  aura  (^  M   I 

Si  nous  considérons  le  */*tèmc  de  courbes  pour  lequel 

/,       /*'  =  ...=  «». 
m,a../      o  étant  l'équation  d'une  d'entre  elles, 

ou 

fi 

, une   fonction   fuchsietine  d'ordre  /.  ayant    ponr   infini* 

,rr,S». 
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On  a,  de  plus, 

f{e,)  Vie,)  =  ^lfie',)Vie;)    (£=  i,  2,  ...,d); 


OU 


(19)  *(eiW(fii)  =  ^})t(,e'd¥(e,)e"''. 
Considérons  celles  de  ces  équations  qui  correspondent  à 

t,   ==    /,=,..=r/rfzzO. 

La  fonction  <p(e,-)  '|''(c/)  est  évidemment  une  fonction  tliêtafuch- 
sienne  holomorphc  de  degré  uq',  admettant  comme  zéro  de  multipli- 
cité q  chacun  des  k  zéros  communs  à  oct(z),  x2(z),  x3(z)  :  les  rela- 
tions précédentes  expriment  donc  que  les  autres  zéros  de  cette  fonction 
sont  les  arguments  de  points  de  S  situés  sur  une  courbe  de  degré  q  . 
En  d'autres  termes,  la  courbe  f=o  est  une  courbe  de  degré  q' 
comptée  s  fois. 

Les  relations  précédentes,  où  /,  =. .  .=  td=  o  peuvent  s'écrire,  en 
extrayant  les  racines  r'ièmes, 

ï. 

(20)  fXe^ia)  =  x^^éi)^ci)c^        (1  =  1,2,  ...,<*). 

Il  en  résulte  que,  parmi  les  rd  groupes  de  courbes  que  comprend  le 
système  considéré,  il  en  est  r'd  qui  ne  renferment  que  des  courbes  de 
degré  q'  comptées  s  fois;  le  nombre  des  groupes  de  degré  q  indécom- 
posables, comprises  dans  le  système  considéré,  se  réduit  ainsi  à 
rd  _  r>d 

Mais  il  peut  se  présenter  un  cas  important  où  ces  résultats  se  modi- 
fient :  c'est  celui  où  q'  est  inférieur  à  n  —  i. 

En  ce  cas,  il  suffit  que  nq'  —  $(q '-+-  *)($'■+-  2)  —  _/M-  1  des  équa- 
tions (19),  où  l'on  a  fait  tK  =  t2  =  . .  .=  o,  soient  vérifiées  pour  que  les 
zéros  de  <p(s)  ^''(z),  autres  que  les  zéros  communs  de  x,(z),  x\,(z), 
x3(z)r  soient  les  arguments  de  points  de  S  situés  sur  une  courbe  de 
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degré  y  i  n°  253);  et,  par  suite,  à  tout  groupe  de  d  équations  de  La 
forme  (19),  pour  l«-«|u.-l  //y  V/  1  n  y'-t- 2) -/>  + 1  au  moins 
des  entiers  /  Beronl  nuls,  correspondronl  des  courbes  de  degré  y 
comptées  s  fois. 

I,r  nombre  de  ces  groupes  est,  comme  on  1«'  voit  aisément,  égal  à 

l  +  rf(,_l)  +  .A__(*_i)   +...+ ______  (*_i)       , 

.•n  posant,  pour  abréger, 

"/        //y'       !<y    ■    1  x  y' +  2)  -/?-+-  1 

el 

d      \n(n  —  3)—  />-*-!. 

Chaque  groupe  d'équations  (19)  donnanl  naissance  à  r'-  groupes 
d'équations  (20),  on  voil  ainsi  que  le  système  considéré  renferme  un 
nombre  de  groupes  de  courbes  de  contacl  indécomposables  de  degré  y 

il  à 

,/(</-, )...(X-n),  ,  >( 

i.a...(rf—  X)     *"  r 

Les  autres  groupes  de  ce  système  ne  comprennenl  que  des  courbes 
de  degré  y  comptées  *  fois.  Si  Xesl  nul  ou  négatif,  il  esl  clair  qu'on 

aiiiii  N  =  O. 


I  01  RBES    DE    DEGR1     îi         3  TANGENTES  A  S  EH    TOUS  LEURS  POINTS 

DE    R]  \Mi\i  i;i     \\  i  C  CEI  M     COI  RB1  . 

51.  Cherchons  le  nombre  des  courbes  du  degré  n  {qui  passenl 
par  /,,  points  doubles  de  S  el  qui  touchenl  cette  courbe  en  tous  leurs 
autres  points  de  rencontre  avec  elle. 

Il  résulte  «lu  théorème  général  du  n°  T»S  el  de  la  remarque  du 
n"  VI  qu'il  y  a  7} p  systèmes  de  telles  courbes;  les  points  de  contact 
des  courbes  cPun  même  système  forment  des  groupes  équivalents. 
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Chaque  système  comprend  id~k~K  courbes,  de  sorte  qu'il  existe 
en  tout  2.2p+d~/t~i  courbes  répondant  à  la  question. 

On  a,  sur  les  systèmes  de  points  de  contact,  des  théorèmes  ana- 
logues à  ceux  du  n°  46. 

On  voit,  comme  au  n°  49,  que  ces  résultats  se  modifient  si  kK  est  nul 
et  si  n  —  3  est  pair,  c'est-à-dire  si  n  est  impair. 

Soit   n  —  3  =  2v,  kt  =  o. 

Parmi  les  systèmes  des  courbes  de  degré  n  —  3  tangentes  à  S  en 
tous  leurs  points  de  rencontre  avec  celte  courbe,  il  en  est  un  pour 
lequel  les  groupes  des  points  de  contact  sont  équivalents  au  groupe 

de —  points  situés  sur  une  courbe  de  degré  v. 

Ce  système  ne  comprend  que  N,  courbes  indécomposables  de 
degré  n  —  3,  étant  posé 

N,=^-[,+(.-.)  +  ^^+...+  :i:;^::^ 

et 

8 


-w        3  n-  —  1 1  n  -+- 1 

À  = -/>H-I. 


Il  comprend,  de  plus,  toutes  les  courbes  de  degré comptées  deux 

fois. 

Pour  X'  nul  ou  négatif,  on  aura 

N,  =  o. 

52.  Remarque.  —  Ces  résultats  cessent  d'être  exacts  si  la  courbe 
de  degré  n  —  3  doit  passer  par  tous  les  points  doubles  de  S(d  =  A-,), 
car  les  équations  (17)  du  n°  38  n'existent  plus,  et  les  équations  (16)  se 
réduisent  à  p — -1  d'entre  elles  (n°  9).  En  ce  cas,  les  quantités  h, 
h',  . . .  qui  figurent  dans  ces  équations  ne  sont  pas  indépendantes,  et  le 
nombre  des  systèmes  de  courbes  de  contact  est  inférieur  h  r2p. 

APPLICATION    AUX    COURBES    DU     QUATRIÈME     DEGRÉ. 

53.  Il  est  aisé  de  voir  que  les  formules  qui  précèdent  s'appliquent 
au  cas  qui  semble  échapper  à  la  méthode  dey;  =  o. 
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Nous  pouvons  donc  énoncer,  pour  toutes  les  courbes  du  quatrième 
degré,  les  propositions  relatives  aux  systèmes  de  coniques  quadritan- 

-,•11 1 

I.  Courbes  'lu  quatrième  degré  sans  point  singulier.        Il  y  <> 
64  systèmes  de  coniques  tangentes  </  la  courbe  en  \  points  :  l'un  de 

systèmes  qc  comprend  que  des  droites  comptées  deux  lois. 
L'équation  générale  des  coniques  comprises  dans  l'un  des  63  autres 
-\ sternes  esl  de  la  forme 

i  21  )  /.;  \   ■-  •->/.,  XaB  -+-XJC 

/ ,  el  /..  étanl  des  constantes  arbitraires. 

Les  points  de  contact  de  deux  coniques  <lu  même  système  sont  sur 
une  conique. 

II.  Courbe  S  <lu  quatrième  degré  <i  un  poi ni  double  (  e  ).         Il  v  ii 

H)  systèmes  de  coniques  de  contact  :  chaque  système  comprend  deux 
groupes  de  coniques,  el  l'équation  générale  des  courbes  d'un  groupe 
esl  de  la  forme  |  21  1.  Toutefois,  l'un  des  systèm  ss  qc  comprend  que  des 
droites,  comptées  deux  fois. 

Il  n'y  a  donc  en  réalité,  que  3o groupes  de  coniques  de  contact  ('). 

Les  points  de  contact  de  deux  coniques  de  même  système  et  du 
même  groupe  sont  sur  une  conique. 

Par  les  points  de  contact  de  'leur  coniques  <lu  même  système  et 
i/e  groupes  différents,  on  peut  mener  un  faisceau  de  cubiques  >/ui 
ont,  comme  neuvième  point  commun,  le  point  double  e. 

I  ne  quelconque  de  ces  cubiques,  <-,  coupe  en  outre  la  courbe  S 
en  (leur  nouveaux  points,  déterminant  une  droite  l>  qui  passe 
pur  le  point  e.  lui  ce  point,  lu  tangente  à  C  est  la  conjuguée  har- 
monique île  I  )  par  rapport  aux  tien  r  tangentes  de  la  courbe  S. 

III.  Courbet  du  quatrième  de  gré  à  deux  points  doubles.      Il  \  a 


(■)  Et  non  ti,  comme  il  est  dit  dans  les  Leçonssui  la  Géométrie  de  Clebsch, 

ti  id    Be -1    1.  III.  p.   178. 
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quatre  systèmes  de  coniques  de  contact;  trois  d'entre  eux  renferment 
quatre  groupes,  et  l'équation  générale  des  courbes  d'un  des  groupes 
est  de  la  forme  (21).  Le  dernier  système  ne  comprend  qu'un  groupe  de 
coniques  proprement  dites  et  renferme  en  outre  les  droites  du  plan, 
comptées  deux  fois.  Il  n'y  a  donc,  en  réalité,  que  [3  groupes  de  co- 
niques de  contact. 

Les  quatre  points  de  contact  d'une  conique  du  dernier  groupe 
sont  sur  une  conique  qui  passe  par  les  deux  points  doubles  e{  et  c.2, 
et  touche  en  chacun  d'eux  la  conjuguée  harmonique  de  la  droite  eK  e2 
par  rapport  aux  deux  tangentes  menées  à  S  en  ce  point. 

Les  points  de  contact  de  deux  coniques  du  même  système  et  du 
même  groupe  sont  sur  une  conique. 

Dans  un  même  système,  on  peut  distinguer  les  quatre  groupes,  sui- 
vant la  notation  du  numéro,  par  les  symboles  (0,0),  (0,1),  (1,0), 

(1,1)  (n°  46). 

Les  points  de  contact  de  deux  coniques  appartenant  à  un  même 
système  et  aux  deux  groupes  (a,  (3)  et  (a',  (3')  sont  situés,  avec  les 
points  doubles  ei  et  e2,  sur  une  cubique  C. 

Cette  cubique  touche  au  point  e{  la  droite  eK  e2,  si  a  -h  a'  est  pair, 
et  la  conjuguée  harmonique  de  et  e2  par  /^apport  aux  deux  tan- 
gentes de  S  en  e{,  si  a  -+-  a'  est  impair. 

De  même  elle  touche  au  point  e2  la  droite  ete2,  si  (3  -h  (3'  est  pair, 
et  la  conjuguée  harmonique  de  e,e2  par  rapport  aux  tangentes 
de  S  en  e2 ,  si  (  (3  -+-  (3'  )  est  impair. 

IV.  Courbe  S  du  quatrième  degré  àtrois  points  doubles.  —  Il  n'y  a 

qu'un  seul  système  de  coniques  de  contact;  il  renferme  huit  groupes 
de  coniques,  et  l'équation  générale  des  courbes  d'un  groupe  est  de  la 
forme  (21).  Toutefois,  quatre  de  ces  groupes  ne  comprennent  que  des 
droites  comptées  deux  fois  :  il  n'y  a  donc  en  réalité  que  quatre  groupes 
de  coniques  de  contact  ('). 

(')  Et  non  7,  comme  il  est  dit  dans  les  Leçons  sur  la  Géométrie  (ibid., 
p.  3o6).  Les  trois  groupes,  désignés  dans  ce  passage  par  les  symboles  (o,  o,  i), 
(o,  1,  o),  (1,  o,  o),  ne  comprennent  que  des  droites  comptées  deux  fois. 

Journ.  de  Math.  (/je  série),  tome  II.  —  Fasc.   III,   1886.  -|0 
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Les  points  de  contact  de  deux  coniques  appartenant  à  un  même 
groupe  sont  sur  une  conique. 

:.  i .  <>n  peut  donner  des  résultais  aua loques  pour  les  cubiques  oscu- 
latrices  en  quatre  points  à  une  courbe  du  quatrième  degré.  Nous  ne 
les  énoncerons  que  pour  les  courbes  sans  points  doubles  el  les  courbes 
.1  un  poinl  double. 

Courbe  S  du  quatrième  degré  sans  point  singulier.  -  Il  y  a 
720  systèmes  de  cubiques  osculalrices  à  I"  courbe  en  quatre  points  : 
l'un  de  ces  systèmes  ne  comprend  que  des  droites  comptées  trois  fois. 
L'équation  générale  des  cubiques  comprises  dans  l'un  des  728  autres 
systèmes  esl  de  la  forme 

<•-,  >.;  \     ;/ ; >,  u -r-  3X1x;ch-x;  d  = ... 

/ ,  el  /,  étanl  des  constantes  arbitraires. 

Toute  cubique  menée  par  les  points  de  contact  de  deux  cubiques 
coupe  S  en  quatre  nouveaux  points  qui  sont  les  points  d'osculation 
il' une  autre  cubique  :  le  système  auquel  appartient  cette  dernière 
reste  fi re  si  les  systèmes  auxquels  appartiennent  respectivement  les 
deux  premières  cubiques  restent  fixes. 

Les  douze  points  de  contact  de  trois  cubiques  d'un  même  système 
sont  sur  une  cubique. 

Toute  conique  menée  par  les  points  de  contact  d'une  cubique 
coupe  S  en  quatre  nouveaux  points ,  qui  sont  les  points  d'osculation 
d' une  autre  cubique  :  le  système  auquel  appartient  cette  dernière 
courbe  reste  lire  quand  le  système  au>/ uel  apport ient  la  première 

reste  /ire  |  n"    18  ). 

Courbe  S  du  quatrième  degré  à  un  point  double,  e.  Il  y  a 
(Si  systèmes  de  cubiques  osculalrices  en  quatre  points  :  chaque  sy  *- 
lème  comprend  3  sroupesy  et  l'équation  générale  <!<•■-  courbes  <l  un 
ries  groupes  esl  de  la  forme  (22).  Toutefois,  l'un  des  systèmes,  «  |  n  «  • 
nous  désignerons  par  la  notation  I  0,  <>.  <>.  <>  |  ne  comprend  que  des 
droites  comptées  1  rois  l>  >is. 

Il  n'\  a  donc  ''ii  réalité  que  a  i<>  groupes  de  cubiques  de  contact. 
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Désignons  les  systèmes  par  les  symboles  (a,  b,  c,  d)  et  les  groupes 
par  les  symboles  (a)  :  a,  b,  c,  d,  a  pouvant  prendre  les  valeurs  o,  1,2 
(n°46). 

Soient  trois  cubiques  appartenant  respectivement  aux  systèmes 

(atjbtjÇtjd,),  (a2,b.2,c2,d2), 

(3  —  a ,  —  a.j ,  3  —  b,  —  b.2,°>  —  ct  —  c2 ,  3  —  dt  —  d2), 

et  aux  groupes 

(a,),     (a2),     (a9). 

Si  a,  -h  a2  4-  a3=  o  (mod3),  les  douze  points  d'osculation  des  trois 
cubiques  sont  sur  une  même  cubique. 

Dans  le  cas  contraire,  on  pourra  par  ces  points  et  le  point  double  e 
mener  un  faisceau  de  courbes  du  quatrième  ordre  :  l'une  quelconque 
de  ces  courbes,  C,  coupe  S  en  deux  nouveaux  points  qui  déterminent 
une  droite  D,  passant  par  e.  Le  rapport  anharmonique  du  faisceau 
formé  par  la  tangente  en  e  à  la  courbe  C,  les  tangentes  au  môme  point 


2/TC 

ï.+a.  +  a.) 


à  S,  et  la  droite  D,  est  égal  à  e  3  :  il  est  donc  équianharmo- 

nique. 

Les  douze  points  d'osculation  de  trois  cubiques  du  même  système 
et  du  même  groupe  sont  sur  une  cubique. 

Toute  cubique  menée  par  les  points  d'osculation  de  deux  cubiques- 
quelconques  coupe  S  en  quatre  nouveaux  points  qui  sont  les  points 
d'osculation  d'une  nouvelle  cubique  :  le  système  et  le  groupe  aux- 
quels appartient  cette  dernière  restent  fixes  si  le  système  cl  le 
groupe  auxquels  appartiennent  les  deux  premières  restent  fixes 
eux-mêmes. 

Les  points  de  contact  de  deux  cubiques  appartenant  respectivement 
aux  systèmes 

(anbl,cl,dl)     ct     (3  —  a4,3  —  b4i3  —  c,,3  —  dK\ 

ct  aux  groupes 

(a,)     ct     (3  — a,), 
sont  sur  une  conique. 
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Toute  conique  menée  par  les  points  d'osculation  d'une  cubique 
coupe  S/'//  quatre  nouveaux  points  qui  sont  1rs  points  d'osculation 
d'iinr  autre  cubique ;  le  système  et  le  groupe  auxquels  appartient 
cette  dernière  restent  fixes  site  système  et  le  groupe  auxquels  ap- 
partient la  première  restent  fixes  eux-mêmes. 


<  ONIQl  ES    i  INGENTES    EN  CINQ  POINTS   A  UNK  COUIlliE   DU    CINQlll  HE  DEGRÉ. 

.*>'».  Nous  ferons  une  application  des  résultats  du  n°51  aui  courbes 
du  cinquième  degré. 

Courbe  du  cinquième  degré  à  un  point  double  (').  Il  y  a 
mi!  5  coniques  touchant  la  courbe  en  cinq  points. 

Courbe  du  cinquième  degré  à  deux  points  doubles.  Les  co- 
niques tangentes  eu  cinq  points  se  répart issent  en  a56  systèmes; 
chaque  système  comprend  deux  coniques,  sauf  un  qui  ne  comprend 
que  des  droites  comptées  deux  fois.  Il  y  a  donc  Sio  coniques  de  con- 
tact. 

Courbe  du  cinquième  de  un'-  à  trois  points  doubles.  Les  co- 
niques de  contact  se  répartissent  en  64  systèmes;  chaque  système 
comprend  \  coniques,  saut'  un  qui  ne  comprend  (|u<-  c\e<  droites 
comptées  deux  fois.  Il  y  a  donc  a5a  coniques  de  contact. 

Courbe  du  cinquième  degré  <i  quatre  points  doubles.  Le& 
niques  de  contact  se  /•('•partissent  en  1 6  systèmes;  les  quinze  premiers 
comprennent  chacun  8  coniques,  le  dernier  ne  comprend  qu'une 
conique  proprement  dite.  Par  les  cinq  points  de  <-ontact  de  celte 
conique  et  les  quatre  points  doubles  on  peut  faire  passer  un  faisceau 
de  cubiques  :  l'une  quelconque  de  ces  courbes  < .  coupe  en  outre  la 
courbe  du  cinquième  degré  en  deux  points.  situ<:s,  (née  b-s  points 
doubles, sur  une  conique  II.  Les  tangentes  menées  en  un  quelconque 
despoints  doubles  au  i-  courbes  <  '.  et  II  sont  conjuguées  harmonique* 

(')  Suivant  la  remarque  'In  n   53)  les  formules  qu'on  \    i  données  ne  s'appli 
quenl  pas  au  cas  de  la  courbe  Bans  point  double,  puisque  d      t., 
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par  rapport  aux  tangentes  menées  à  la  courbe  du  cinquième  degré 
en  ce  point. 

Il  y  a  en  tout  121  coniques  de  contact. 

Courbe  du  cinquième  degré  à  cinq  points  doubles.  —  Les  coniques 
de  contact  se  répartissent  en  4  systèmes;  3  d'entre  eux  comprennent 
chacun  iG  coniques;  le  dernier  ne  comprend  que  5  coniques  pro- 
prement dites.  Par  les  cinq" points  de  contact  de  l'une  de  ces  coniques 
et  les  cinq  points  doubles  on  peut  faire  passer  une  cubique  C.  Les 
tangentes  menées  en  quatre  des  points  doubles  à  la  courbe  G  et  à 
la  conique  H  des  points  doubles  sont  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  tangentes  de  la  courbe  du  cinquième  degré  au 
point  considéré.  Au  cinquième  point  double,  les  courbes  C  et  H  se 
touchent. 

Il  y  a  en  tout  53  coniques  de  contact. 

Courbe  du  cinquième  degré  à  six  points  doubles.  —  Il  y  a 
16  coniques  de  contact. 


PROPRIETES  GEOMETRIQUES  DES  COURBES  DE  CONTACT. 

56.   Comme  dernière  application  de  la  théorie  des  courbes  de  con- 
tact, nous  donnerons  quelques  propriétés  géométriques  applicables  aux 
courbes  d'un  même  groupe,  quand  leur  équation  générale  renferme  un 
paramètre  arbitraire  ('). 
Soit 

nq  =  ik{  -+-  À"2  -f-  /•/ 
et 

/  —  p  —  d  -h  /f<  — t—  p  =  1. 

Les  courbes  considérées  sont  celles  de  degré  q  qui  passent  par  À*,  points 
doubles  et  k2  points  simples  donnés  sur  S,  et  ont  avec  cette  courbe  en  / 
points,  formant  un  groupe  d'indice  p,  un  contact  d'ordre  r  —  1. 

(')  Nous  avons  signalé  ces  propriétés  dans  le  cas  où  la  courbe  S  est  de  genre  1. 


\  I  2  '■■     m  MBKHT, 

L'équation  générale  des  courbes  d'un  même  groupe  sera  <l«'  la  forme 

xfA,  :  ri\  'xtAr ,  hr(^°x;  'x;a,^-k..+x;a,=o. 

Mous  appellerons  ces  courbes,  pour  abréger,  courbes  \. 
Soienl  r  de  ces  courbes  : 

o  =  A  =  a'.\,        /'//    '   \,._,  -h...-f-    \    .  (oL-yj, 

o  =  B  =PrAr  + 

o  =  L  =  XrAr  + 

Les  /■/  points  de  contacl  de  ces  courbes  avec  S  sonl  l  i(>  |  sur  une 
courbe  de  degré  y,  qui  ]»a->r  par  l«'>  points  li\<->  donnés,  «'i  don!  l'équa- 
tion esl  l  '<"  i 


o  =  a 


'y..'/.  A,       |  y.)...  +...4-  £...  A  +  a...A+...  )  A,   ,  -h... -h  A„. 


Le  coefficient  <l<'  A^  es!  la  somme  des  produits  /.  à  /.  des  r  quantités 

x,  ^ >.. 

Courbes  \  menées  par  un  point  du  plan.  S<>ii  |  c',,  i  .  a •,  )  un 
poinl  du  plan;  <»n  peul  mener,  par  ce  point,  r  courbes  \  :  les  valeurs 
correspondantes  du  paramètre  ><>ni  données  par  I  équation 

o  =    -y    \       rot!   '  \,  ,  -h... H-  A'0, 

''M     |M>S|||| 

\         \  (a  ,.  <   . 

Soienl  k,  3 X  les  racines  <lr  l'équation  précédente  :  la  somme  <l<' 

leurs  produits  /.  à  A  étanl 

l.i  courbe  de  degré  r  qui  passe  par  les  points  fixes  <•!  les  ri  points  < l<- 
contacl  des  r  courbes   \  menées  par  !»•  poinl  <.',.  i   .  i    |  aura  pour 
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équation 

o  =  A'0A;.—  /-A',  A,._,  -+-  /(/  —I)  A'2Ar_2  +  ...-+-(—  i)''A^A0. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  ne  change  pas,  ou  change  de 
signe,  suivant  que  /•  est  pair  ou  impair,  quand  on  permute  xn  x2,  x3 

Cela  posé,  appelons  courbe  polaire  d'un  point  la  courbe  de  degré  q 
qui  passe  par  les  points  fixes  et  les  ri  points  de  contact  des  /'  courbes  A 
menées  par  le  point.  Ce  point  sera  dit  pôle  de  sa  courbe  polaire. 

On  a  ce  théorème  : 

Si  la  courbe  polaire  d'un  point  P  passe  par  un  point  P',  fa  courbe 
polaire  de  V  passe  par  P; 

et,  par  suite  : 

Les  courbes  polaires  de  tous  les  points  d 'une  courbe  polaire  pas- 
sent par  le  pôle  de  celle-ci. 

Les  pôles  de  toutes  les  courbes  polaires  passant  par  un  point  sont 
sur  la  courbe  polaire  de  ce  point. 

Si  /'  est  impair,  l'équation  de  la  courbe  polaire  du  point  (./.,,  ■>■ ,.  /  .  I 
peut  s'écrire 

o=(A'0A,.-  A;A0)  +  r(A',Ar_l-  A;._,  A, )-+-... 

et,  par  suite  : 

Si  r  est  impair,  toute  courbe  polaire  passe  par  son  pôle. 

Ces  résultats,  y  compris  le  dernier,  s'appliquent  en  particulier  aux 
cubiques  osculatrices  en  quatre  points  à  une  courbe  du  quatrième 
degré. 

XIII.  —  Des  courres  hyperelliptiques. 

57.  On  dit  qu'une  courbe  S  (de  genre  /;  et  de  degré  n)  est  hyper- 
elliptique  quand  il  existe  sur  cette  courbe  un  système    simplement 
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infini  de  groupe  g\  formés  de  deux  points  :  non-  dirons  que  les  deux 
points  d'un  groupe  sont  conjugués. 

Le  système  en  question  est  un  système  spécial,  d'indice  p  —  p  —  i, 
puisque  dans  les  formules  du  n°  lî)  il  faut  l'aire  h  —  2  et  /•=  1. 

D'après  le  théorème  de  Riemann  et  Roch,  les  courbes  adjointes  à  S 
d'ordre  n  —  3,  qui  passenl  par  les  deux  points  d'un  groupe,  forment 
un  système  p  —  1,  c'est-à-dire  p —  2  fois  infini;  leur  équation  géné- 
rale  est  donc  de  la  forme 

n    .  a,!* t  -+-  a.,V«-t-.  .  .-h  ap_,  Pp_n 

a,,...  étanl  des  constantes  arbitraires.  En  d'autres  termes,  les  fonc- 
tions thêtafuchsiennes  bolomorphes  du  premier  degré,  qui  B'annulent 
pour  les  arguments  des  deux  points  d'un  groupe,  ont  pour  expression 


()(z)  =  a{  0,  -H  a,  (),  -+-. . .  -h  ar_{  0 


1  'P  \- 


(  lomme  il  n"\  a  que  p  fonctions  thêtafuchsiennes  du  premier  degré 
linéairement  indépendantes,  il  résulte  de  là  que  : 

Toute  fonction  thêtafuchsienne  holomorphe  du  premier  degré,  qui 
s'annule  pour  l'argumenl  d'un  point,  .-'annule  pour  l'argument  du  point 
conjugué,  et  géométriquement  : 

Toute  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  3,  qui  passe  par  un  point 
d'une  courbe  hyper 'elliptique ',  passe  par  le  conjugué  de  ce  point. 

I  ue  courbe  adjointe  d'ordre  n  3  passant  par  deux  points  conju- 
gués coupe  en  outre  S  en  '±(  p  —  2  )  points,  par  lesquels  on  peut,  d'après 
le  théorème  de  Roch  et  Riemann,  faire  passer  un  faisceau  de  courbes  ad- 
jointes d'ordre  n  —  3,  Soient  0,  et  02  les  fonctions  thêtafuchsiennes 
bolomorphes  du  premier  degré  qui  correspondent  à  deux  courbes  de 

ce  faisceau  :  la  fonction  fuchsienne      — ;  n'a  oue  deux  infinis  dans  Pin- 

teneur  du  polygone  générateur;  elle  est  donc  d'ordre  deux. 
<  Mi  peut  dire,  d'après  cela,  que  : 

Pour  que  deux  fonctions  fuchsiennes  de  même  groupe  G  soient 
liées  par  une  relation  hy per elliptique t   I      o,  il  faut  et  il  suffit 
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qu'une  des  fondions  fuchsiennes  du  même  groupe  soit  du  second 
ordre. 

La  condition  est  suffisante,  car,  F  (s)  étant  cette  fonction,  les  deux 
zéros  de  l'équation  F  (Y)  =  const.  déterminent  sur  la  courbe  f=o  un 
système  de  groupes  g\. 

Equation  générale  et  enveloppe  des  droites  joignant 
deux  points  conjugués. 

58.  Une  droite/  =  o  joignant  deux  points  conjugués  coupe  S  en 
n  —  i  autres  points,  déterminant  un  groupe  dont  la  multiplicité  est 
en  général  n  —  p  —  i  :  il  en  résulte  qu'en  désignant  par  <p  =  o  l'équa- 
tion d'une  droite  analogue,  on  aura  (n°  57) 

/(r)=?(.-)[a<FV'4-a,Ff][p)F,;,-4-[32F-+...^p/i_/,_)Fr^''|, 

F1,1',  F',"'  étant  des  fonctions  fuchsiennes  d'ordre  deux,  F!,",  . . .,  F.," "/'~l 
des  fonctions  fuchsiennes  d'ordre  n  —  i  ayant  respectivement  mêmes 
infinis.  Ces  infinis  sont  pour  les  F,  les  arguments  des  deux  points  con- 
jugués situés  sur  la  droite  y  =  o,  pour  les  F2,  ceux  des  n  —  i  autres 
points  de  S  situés  sur  cette  droite. 

Les  constantes  a  et  (3  seront  liées  par  n—p  —  i  relations  de  la 
forme  (n°  37) 

(3,  (m, a,  -+-  m.,a.,)  -+-  $2(n\  ai  +  n2v.2)  -\-, .  .=  o, 

mn  «,,  ...  étant  des  constantes.  De  ces  n  —  p  —  i  relations,  on  tirera 
les  valeurs  proportionnelles  des  (3 

h  =  h  = 

./>       A      '"' 

/',  ,/2,  . . .,  étant  des  polynômes  homogènes  de  degré  n  —  p  —  i  en  x, , 
a2.  On  aura  ainsi,  sous  forme  symbolique, 

A-)  =  (a1,a3)(/l,  /„..•)• 
Dans  le  second  membre,  x,  et  a2  entrent  donc  au  degré  n  —  p  —  i, 

Jour  n.  de  Math.  ( ',■'  série),  tome  II.  —  Fasc.  III,  1886.  'I  ' 
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ei  l'équation  générale  des  droites  joignant  deux  points  conjugués  sera 
de  la  forme 

. .  étanl  des  |»<>1\  nômes  homogènes  de  degré  n—  p  —  \  «'n  «,,  ata. 

I  )onc  : 

Lis  droites  gui  joignent  deux  points  conjugués  sur  une  courbe 
hyper  elliptique  t  de  degré  n  et  de  genre  />.  enveloppent  ///>>■  courbe 
unicur sale  de  classe  u  —  p  —  \  et  de  degréni  n  — p  —  2  )en  général. 

.'»!).  Cette  courbe,  comme  non»  l'avons  fail  \<»ir  dans  le  cas  des 
courbes  de  genre  un,  touche  S  ru  un  certain  nombre  de  points,  que 
nous  a  lion-  déterminer.  Pour  abréger,  nous  désignerons  |>ar  droites  I  > 
les  droites  joignant  deux  points  conjugu 

Les  valeurs  proportionnelles  de  2,  el  y..,  <|ui  correspondenl  aux 
n  —  p  1  droites  I)  qu'on  peut  mener  par  un  poinl  <!<'  S,  d'argu- 
ment »,  vérifienl  I  équation 

.  |o       /(«  [«,P,"(*)       ■.*.*'(*)] 

|/;i';, -.  +  ...+/,  „  ,F„"  "  "(*)]• 

/, .  / sont  les  valeurs  proportionnelles  trouA ées  plus  haut  poui 

...  Cette  équation  admet  d'abord  la  solution 

oc,       F',2,(s),     *a  I'',' 

qui  correspond  à  la  droite  joignant  le  point  3  à  son  conjugué. 

Remarquons  maintenant  que  les  points  <!<•  S  situés  sur  1  enveloppe 
des  droites   l>  sont    tels  que   l'équation  précédente  ;iii  deux  racines 

les  'M     •  et,  ''ii  ces  points,  I  enveloppe  touche  la  droite  l>  qui  « 

respond  à  la  racine  double.  Or,  parmi  ces  points,  ûgurent  ceux  dont 
les  arguments  sont  tels  que  les  deux  facteurs  entre  crochets  dans  le 
second  membre  de  1  ••  3  1  aient  deux  racines  égales,  c  cst-à-dire  tels  qu  on 

o       /.  1 1  F."(*)]  *■"(*)+••■ 
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Soil  z0  une  solution  de  celte  équation  :  la  droite  D0,  qui  joint  le 
point  z0  à  son  conjugué,  coupe  S  en  des  points  dont  les  arguments  véri- 
fient la  relation 

04)   o==9(*)[.;Fi«(i)+a;pl"(*)l[/.(«!,«!)Fï,(i)+...]I 

a"  et  a"  étant  liés  par  l'équation 

a;F»(*.)-H«:FV,(*.)  =  o. 
Or  la  fonction 

/(a;,a:)F-(^)  +  .-., 
c'est-à-dire 

/[Fy,(«.),-F\"(«i)]F'1u(«)  +  ...1 

s'annule,  par  hypothèse,  pour  z  =  z0  :  les  deux  facteurs  entre  crochets 
du  second  membre  de  l'équation  (24)  s'annulent  donc  séparément  pour 
3  =  z0,  et  par  suite  la  droite  D0  est  tangente  à  S  au  point  z0. 

Il  en  résulte  que  la  courbe  enveloppe  des  droites  D  touche  S  aux 
points  dont  les  arguments  vérifient  l'équation 

,,-,        |.o=/.[p;'(s),p»(«)]p«(«)+... 

i         +./„_„_,  [F,"0),  -  F,"(z)]FV-'-"<  ;  )■ 

Les  F,  sont  des  fonctions  fuchsiennes  d'ordre  deux;  les  F2  des  fonc- 
tions d'ordre  n  —  2,  ayant  respectivement  mêmes  infinis;  fn  /!,,  .  . ., 
des  polynômes  d'ordre  11  —p  —  2  :  il  en  résulte  que  le  second  membre 
de  l'équation  précédente  est  une  fonction  fuchsienne  d'ordre 

i(n  — p  —  2)  h-  n  —  2  =  3//—  ip  —  6, 
et  par  suite  : 

La  courbe  enveloppe  des  droites  qui  joignent  (leur  points  conju- 
gués sur  une  courbe  hyper  elliptique)  de  degré  n  et  de  genre  />, 

louche  cette  courbe  en  3n  —  'ip  —  G  points. 

On  peut  dire  de  plus,  en  remarquant  que  les  infinis  du  second 
membre  de  (25)  sont  :  i°  les  arguments  des  deux  points  conjugués 
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situés  sur  la  droite  o--<>.  au  degré  n—p  —  -±  de  multiplicité;  2° les 
arguments  des /a      2  autres  points  de  S  -il  1 1  ■  '•  -  sur  cette  droite,  que  : 

Le  groupe  déterminé  par  les  $//  —  ip  —  <>  /><j////\  de  contact  est 
équivalent  au  groupe  formé  par  n—p—  2  couples  de  points  con- 
jugués quelconques,  et  les  n  —  2  points  où  la  droite  qui  joint  <l,-u.i 
dr  ces  points  coupe  de  nouveau  la  courbe  hyper  elliptique. 
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(>0.  Toute  courbe  de  genre  deux  esl  hyperelliptique,  cai  Bes 
courbes  adjointes  d'ordre  //  —  3  sont  en  nombre  simplement  infini  <■! 
n'ont  avec  elle  que  deux  points  mobiles  d'intersection  :  ces  deux  |><>mi> 
déterminent  un  système  de  groupes  g\. 

La  courbe  La  plus  simple  de  genre  deux  esl  la  courbe  du  quatrième 

degré  à  un  point  double  :  toute  droite  menée  par  ce  point  couj n 

outre  la  courbe  en  «Imx  points  <|ui  Boni  conjugués. 

Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  S  du  quatrième  degré  à  un 
point  double  peuvent  se  mettre  sous  la  Forme 

./-,      (-»,(  -  ).         ./.,  =  (-),(  s),  p8=  (->.,(  2  )• 

Bn  9f,  9,  étant  des  fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes  <!<•  degn 
trois,  ayanl  (I<mi\  zéros  communs,  k,  «•!  a,(')(§  VI). 

Soient  0,(z)  «-i  0a(  z  »  les  deux  fonctions  thêtafuchsiennes  holomor- 
phes de  degré  un  :  chacune  d'elles  a  deux  zéros  <l;ms  le  polygone  gêné 
rateur;  »'i  les  <I<mi\  zéros  <lr  toute  fonction  linéaire,  de  La  forme 

><»ni  les  arguments  de  deux  points  conjugués  de  S  <  n°  \  ). 

D  iprèa  li  théorie  générale,  il  semble  qu'on  pourrait  aussi   prendre  pour 

des  fonctions  thêtafuchsiennes  de  degré  deux.  Mais,  si  l'on  désigne  pai 

'i,  <•(  8,  les  deux  fonctions  thêtafuchsiennes  de  degré  un  et  de  genre  deux,  celles 

de  degré  deux,   qui   sont  au   nombre  de  trois,  se    réduisent  évidei «'ni   aux 

fond -  '1;.  •  la  courbe  décrite  par  le   poinl    r,,  ./...  1  .  serait    dora 

■  conique. 


APPLICATION    DE    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS    FUCHSIENNES.  '5  l  () 

Proposons-nous  de  chercher  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  trois  couples  de  points  conjugués,  dont  les  arguments  véri- 
fient respectivement  les  relations 

X,8,  -f-(x182  =  o,         X2G4-h  (jt.292  =  o,  A.,0,  -(-  u30,=  o: 

soient,  sur  une  conique,/  =  o. 
On  aura 

/•(s)  =  (M,  -+-  MO(*i°«  h-  ^02)(X301  4-  ^6,) 

X  [aty(z)-h  <z2<p2(s)-K . .+  a5<p5(s)] 
ou 

/[(*)=(ae;H-pe;e,+Te1e;  +  se;)[a1<pl(»)-h...]ï 

9n  ..  .,9 5  désignant  cinq  fonctions    thôtafuchsiennes  de   degré    trois 
linéairement  distinctes,  a,,  . . .,  a5  des  constantes. 

Pour  que  f(z)  soit  une  fonction  du  second  ordre  de  xi(z),x2(z  ), 
a?3(z),  . . .,  il  faut  d'abord  qu'elle  admette  comme  zéro  double  chacune 
des  quantités  a,,a2;  ce  qui  donne,  en  annulant  pour  ces  valeurs  la 
fonction  aK  o,  (z)  -+- . . .  et  sa  dérivée,  quatre  relations  linéaires  en 
a,,  ...,  <25  qui  déterminent  les  valeurs  proportionnelles  de  ces  quan- 
tités. Il  reste  ainsi 

f(z)  =  <K*)(X,  e,  +  [x,  e2). .  .(x,e,  +  ^  e2) 

ou 

/(S)  =  l(.-)(«o;+...+  S9-). 

On  écrira  ensuite  la  relation 

/(c):x;(e)=/(eO:.r;(V), 

c,  e'  désignant  les  arguments  qui  correspondent  au  point  double  de  S. 
Cette  équation  est  de  la  forme 


ou 


a  oc.  -+.  b  (3  -h  c  y  -+-  d%  =  o, 

aX,  X2X3  -h  &(X,  X2  jx3  -+-  X,  [jl2X3  h-  [i.,  X.,X3) 

-+-  c(X,  |x2  [x3  -h  [x,  X2  [x3-t-  [x,  [xa X3)-f-  rffx,  (x,  [a,  =  o, 
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n,  h.  r.  il  étanl  des  constantes  :  c'est  la  relation  cherchée  entre  les 
quantités  /  el  y-. 

Remarquons  qu'en  tenanl  compte  de  la  relation  précédente  mise 
sous  la  première  forme,  on  peul  écrire 

/i  s)    •:<  ~-  > |  y- v , <  -->  -,-?■:...(  o+rr*^  5)]i 

L,,  !..  -j/j  sonl  des  fonctions  thêtafuchsiennes de  degré  trois;  k,  (J,  7  des 
constantes  arbitraires,  et  d/|  r  1  une  fonction  thêtafuchsiennc  de  degré 
trois,  <|ni  a,  en  outre  des  quantités  k,  el  a_,  comptées  deux  fois,  deux 
zéros,  ^,  <i  r:.2. 

61.    I  )c  là  résultent  les  conséquences  suivantes  : 

/.r.v  coniques  '/ni  traversent  trois  couples  de  points  conjugués,  sur 
une  courbe  du  quatrième  degré  à  un  point  double,  passent  par  deu  c 

points  /ires    (le    relie   rolllhe   ri    fol  nient   nnr    /dlnllle     lli/r/iire   /Ir/ii 

fois  infini'- . 

(  )n  en  déduit  sans  difficulté  que  la  droite  <|ui  joint  les  points  fixes, 
7,  el  or2,  coupe  <'n  outre  la  courbe  en  deux  points  qui  sont  situés  res- 
pectivement sur  les  tangentes  menées  à  S  au  point  double. 

Si  IDn  faii  nue  perspective  de  la  courbe  S  de  manière  a  faire  coïn- 
cider les  deux  |  ><  >i  1 1 1  s  fixes  avec  les  points  cycliques  du  nouveau  plan, 
et  >a  l'on  -'■  souvient  <|u<'  la  droite  joignant  deux  points  conjugués 
passe  par  le  point  double,  <»n  \<»ii  que  : 

/.'/  nouvelle  courbe  est  anallagmatique  pur  rapport  à  son  />>>///( 

I  .n  il  aul  res  termes  : 

/  oute  courbe  de  quatrième  degré  du  sec,,////  genre,  qui  passe  par 
h  s  points  circulaires  à  Vinjini  el  a  en  outre  pour  directions  asym- 
ptotiques  celles  des  tangentes  au  point  double,  est  anallagmatique 
pur  rapport  à  ce  point. 

<  et  te  proposition  se  vérifie  directement  sans  difficulté. 
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62.  Nous  n'insisterons  pas  plus  longtemps  sur  celte  théorie,  nous 
nous  bornerons  à  énoncer  la  proposition  suivante,  qui  est  une  consé- 
quence des  théorèmes  généraux  sur  les  courbes  de  contact  (n°  58  ). 

Il  existe  trois  coniques,  osculalrices,  en  deux  points  conjugués 
à  une  courbe  du  quatrième  degré,  de  genre  deux  :  les  six  points 
d' osculation  sont  sur  une  conique. 

Os  quatre  coniques  passent  d'ailleurs  par  les  deux  points  t,  et  ct2. 

65.  La  courbe  du  cinquième  degré,  de  genre  deux,  a  quatre  points 
doubles  :  les  coniques  menées  par  ces  points  coupent  en  outre  la 
courbe  en  deux  points,  qui  sont  conjugués. 

D'après  les  résultats  du  n°  27,  il  y  a  deux  espèces  de  courbes  de 
degré  cinq  et  de  genre  deux. 

64.  Pour  les  courbes  de  première  espèce,  les  coordonnées  d'un 
point  sont  des  fonctions  thêtafuchsiennes  holomorphes  de  degré  trois, 
ayant  un  zéro  commun. 

Sur  une  telle  courbe,  S,  trois  couples  de  points  conjugués  sont  tou- 
jours sur  une  cubique,  passant  par  les  quatre  points  doubles  et  cou- 
pant en  outre  la  courbe  en  un  point  fixe  a  (n°  27)  :  si  nous  considé- 
rons'une  droite  D,  menée  par  a,  et  coupant  S  aux  points  a,  b,  c,  d .  e. 
la  cubique  qui  passe  par  les  points  b,  c,  d  et  leurs  conjugués  se  décom- 
pose évidemment  en  une  droite,  qui  est  D,  et  une  conique  qui  passe 
par  les  points  doubles.  Il  en  résulte  qu'il  y  a  nécessairemenl  sur  I) 
dcuxcouplcs  de  points  conjugués;  en  d'autres  termes  : 

La  droite  qui  joint  deux  points  conjugués  sur  une  courbe  de 
cinquième  degré,  de  genre  deux  et  de  première  espèce,  passe  par 
un  point  fixe  a,  situé  sur  la  courbe,  qu'elle  coupe  en  deux  nouveaux 
points,  également  conjugués. 

On  démontrerait  sans  difficulté  que  : 

Le  point  a  est  le  point  de  concours  de  deux  (an génies  doubles, 
dont  les  deux  points  de  contact  avec  la  courbe  du  cinquième  île  gré 
sont  respectivement  conjugués. 
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!».'>.  Pour  les  courbes  de  seconde  espèa  .  les  coordonnées  d'un  poinl 
sonl  des  fonctions  thêtafuchsiennes  bolomorphes  de  degré  ].  ayant 
trois  zéros  communs  sc< .  ota,  a ,. 

/>rs  droites  I)  qui  joignent  deux  points  conjugués  sur  une  courbe 
de  seconde  espèce  enveloppent  (nM  .">8  e!  .">!>  |  ////''  conique  qui 
louche  la  courbe  en  cinq  points.  Le  groupe  <  1  »  *•  t  «  m  ■  1 1 1  i  1 1  «  '•  par  iv>  cinq 
points  '••>!  équivalent  à  (■■■lui  des  points  communs  à  S  ci  à  un."  des 
droites  h  <  a°  .">î)  >;  en  d'autres  termes  (n°  24),  par  ces  cinq  points  et 
l<->  quatre  points  doubles,  <>n  peut  mener  un  nombre  simplement  infini 
de  cubiques  coupant  en  outre  lu  courbe  en  deux  points  conjugués. 

La  conique  enveloppe  des  droites  I»  est  <l<>nc  celle  que  nous  avons 
rencontrée  au  n"  ,'>.">. 

Sur  une  courbe  de  seconde  espèce,  trois  Couples  de  points  con- 
jugués n'-  peuvent  jamais  être  sur  une  cubique  passant  par  les  points 
doubles. 

(»(>.  Proposons-nous  d'étudier  les  coniques  /  o  qui  traversent 
quatre  couples  de  points  conjugués.  Ona 

f(z)  —  |  a.O,  +  [/., 6,  ). . .(  a.O,  ■+■  [x48j  m  a«9,  -  a,<p, -♦-...  -  "7v:  | 


un 


/W  =  («e;-f.pe:et-h...-he9;)(ai?<  ...... 


V« V-  étant  sept  fonctions  thêtafuchsiennes  bolomorphes  linéaire- 
ment distinctes,  de  degré  quatre.  Pour  que /(z)  soit  une  Fonction  du 
>nd  ordre  <!<■  a?,i  s  i,  ./•..  z  »,  i  ,i  -  >.  il  faul  d'abord  qu'elle  admette 
comme  y.rvo  double  chacune  <l<-s  quantités  ot«,  k„  k,  :  <ts  conditions 
déterminent  les  valeurs  proportionnelles  de  '/ t/:,  <i  l'on  a 

/■«  D-,<ao;  +  ...-4- £o:>:< ->. 

Il  faul  ensuite  que  /ri  satisfasse  à   trois  équations  (n°  53)  <!«• 

la  I'  > i  1 1 1 « 

/(«#): *î(e/)    =/(e)):  <;<<■  >, 
(c/,  e))  étant  les  arguments  d'un  des  points  doubles.  Ces  relations  dé 
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terminent  y,  o  et  £  en  fonction  linéaire  homogène  de  a,  (3,  et  il  reste 

/(*)  =  +(«)(«+. +  W0. 

les  constantes  a  et  (3  étant  arbitraires. 

La  fonction  ^(^)  a,  outre  les  quantités  a,,  a2,  a3,  comptées  deux 
fois,  deux  autres  zéros  a,  et  cr,  ;  il  résulte,  par  suite  de  l'expression 
précédente,  que  : 

Les  coniques  qui  traversent  quatre  couples  de  points  conjugués 
passent  par  quatre  points  fixes,  dont  deux  sont  situés  sur  la  courbe 
du  cinquième  degré  considérée  ;  et,  réciproquement,  toute  conique 
menée  par  ces  quatre  points  coupe,  en  outre,  la  courbe  en  huit 
points  mobiles,  qui  sont  deux  à  deux  conjugués. 

On  démontrerait  de  même  que  : 

Les  coniques  menées  par  un  des  points  doubles  de  la  courbe,  et 
traversant  trois  couples  de  points  conjugués,  passent  par  quatre 
points  fixes,  dont  trois  (y  compris  le  point  double}  sont  situés  sur  la 
courbe,  et  réciproquement. 

Les  coniques  menées  par  deux  points  doubles  et  traversant  deux 
couples  de  points  conjugués  passent  par  quatre  points  fixes  situés 
sur  la  courbe,  et  réciproquement . 

67.  Dans  ce  dernier  cas,  en  désignant  par 

x, 6, -t- pA,   x2o,-h  fj.2e2 

les  fonctions  qui  ont  pour  zéros  les  arguments  des  deux  couples  de 
points  conjugués,  on  a,  entre  les  quantités  p.  et  X,  une  relation  invo- 
lutive  de  la  forme 

(26)  aX,X2  +  bÇk{  [x2  -f-  ji.,  X2 )  +  cjjl,  fji2  =  o. 

Les  équations  des  deux  droites  qui  joignent  les  deux  points  de  ces 
couples  sont  de  la  forme  (n°  58) 

o  =  XJA-+-  2X,  [jl,  B  h-  (XjC, 
o  =  X2  A  4-  2  X2  uu  B  -t-  |a2  C, 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  Tome  II.  —  Fasc.  III,   1886.  I  2 
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cl   j|   résulte  de  la  relation  (26)  que  lé  point  d'intersection  de  ces 
droites  décril  la  droite 

aC  -h  r\  —  2lfU  =  o. 

I  )oiic  : 

Les  droites  qui  joignent  (es  points  conjugués  de  deux  couples 
situés  sur  une  même  conique,  menée  par  deux  points  doubles 
donnés,  se  coupent  sur  une  droite  fixe  { 

(  )n  verrait  de  même  que  : 

Les  droites  qui  joignent  les  points  conjugués  de  trois  couples 
situés  sur  une  même  conique,  menée  par  un  point  double  donné,  se 
coupent  deux  à  deux  sur  une  conique  fixe. 

(>8.  Les  courbes  du  sixième  degré,  de  genre  2,  présentent  les 
mêmes  particularités  que  celles  <lu  cinquième  degré  :  elles  sont  de 
deux  espèces,  <-t  l'on  voit,  comme  plus  haut,  que  sur  une  courbe  <l«' 
première  espèce,  la  droite  qui  joint  deux  points  conjugués  passe  par 
un  point,  fixe,  «m  que  les  quatre  nouveaux  points  où  elle  coupe  la 
courbe  sont  deux  à  deux  conjugués.  Sur  une  courbe  de  seconde  espèce, 
la  droite  qui  joint  <1«mi\  points  conjugués  enveloppe  une  courbe  du 
quatrième  degré,  de  troisième  classe,  tangente  à  la  courbe  en  huit 
points. 

\IV.  -     De  quelques  courbes  spéciales. 

(M.  Nous  avons  do  réserver,  au  n°  I  i,  pour  une  étude  ultérieure, 
le  cas  on  les  coordonnées  /,.  a?a,  xt  des  points  d'une  courbe  de 
genre psonl  proportionnelles  à  <  1  « *s  fonctions  thétafuçhsiennes  « I <i  pre- 
mier degré. 

Nous  distinguerons  dans  l'étude  »!«•  ces  courbes  les  deux  cas  >ni- 
vants. 

Dans  les  deux  cas,  a?,,  ra,  xt  sont  trois  fonctions  thétafuçhsiennes 
holomorphes  d<*  degré  un  avant  A  zéros  communs,  s **  '• 

1"  Il  n'existe  pas  de  système  d<-  groupes  équivalents  au  groupe  des 
quantités  oc, ?.A  : 
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2°  Le  groupe  des  quantités  a,,  ...,  a*  détermine  un  système  de 
multiplicité  r. 

70.  Les  courbes  des  deux  catégories  jouissent  d'une  propriété  im- 
portante qui  les  caractérise  au  point  de  vue  géométrique. 

Supposons  que  le  groupe  (a,,  .  ..,aA)  détermine  un  système  de 
multiplicité  /'. 

La  courbe  S,  dont  l'équation  est/  =  o,  décrite  par  le  point  x, ,  x\2,  x3, 
sera  de  degré  n  =  i(p  —  i)  —  k  et  de  genre  p  (n°  4),  et  les  fonctions 
thêtafuchsiennes  holomorphes  de  degré  un  pourront  toujours  se  mettre 
sous  la  forme  (§1) 

Il  existe  /•  -+- 1  fonctions  thêtafuchsiennes  de  degré  un,  linéairement 
distinctes,  s'annulant  pour  les  i{p  —  i)  —  k  zéros  de  x3  autres  que 
a,,...,aA;  cette  proposition  résulte  de  l'hypothèse  et  du  théorème 
du  reste. 

Soient  x3,  0n  ...,  0r  ces  fonctions.  On  aura,  en  vertu  de  l'expres- 
sion précédente, 

x3  _     0!        o2  e,. 

T  ~  V{  ~  K  ~"  ' ~  W/ 

P,  Pn  ...,  Pr  étant  les  premiers  membres  des  équations  de  /•  -+-  i 
courbes  de  degrés  —  3,  adjointes  à  la  courbe  S.  Les  zéros  de  x3,  0n  ..., 
0r  sont  respectivement  (§  1)  les  arguments  des  i{p  —  i)  points  simples 
communs  à  S  et  aux  courbes  P  =  o,  P,  =  o,  . . .,  1\.  =  o.  Parmi  ces 
points  figurent  donc  les  2(p  —  i)  —  k  points  de  S  situés  sur  la  droite 
xs  =  o,  et  par  suite  chacune  des  courbes  P  =  o,  . . .,  P,.  =  o  se  décom- 
pose en  une  droite  x3  =  o  et  en  une  courbe  de  degré  n  —  l\.  Comme 
la  droite  x3  peut  être  une  droite  quelconque  du  plan,  la  courbe  de 
degré  n  —  l\  est  une  courbe  adjointe  de  S. 

Il  y  aura  ainsi  r  -+- 1  courbes  adjointes  de  degré  n  —  4;  Q  =  o, 
O,  =  o,  . . .,  Q,  =  o  et  les  premiers  membres  de  leurs  équations  seront 
linéairement  distincts,  sinon  il  existerait  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène entre  a?,(z),  0,(r),  ...,  0,.(j),  ce  qui  n'est  pas.  De  même,  il 
n'existe  pas  de  courbe  adjointe  de  degré  n  —  '(,  Qr+,  =  o,  dont  l'équa- 


;  >(>  >..    m  Minier. 

lion  ne  rentre  pas  dans  la  forme  wiQ  -t-  /w,Q,  -h.  .*-+-  mri)r  =  o  :///... . 
étant  des  constantes. 

Les  courbes  <N>,  o  coupent  la  courbe  S  aux  points  multiples  <•[ 
en  /,  points  dont  les  arguments  forment  un  groupe  équivalent  au 
groupe  l  y, y.,,  >• 

Dans  le  cas  où  le  groupe  (a a*)  ne  détermine  pas  de  système, 

il  n'existe  qu'une  loin  lion  thétafuchsienne  holomorphe  de  degré  un 

s'an  h  m  la  ni  pour  les  2(p  —  i)  —  /.  zéros  de  x9{  z  l,  autres  que  7, aA: 

c'est  la  fonction  /,(-)  elle-même  :  si.  en  effet,  il  existait  deux  sem- 
blables fonctions  e,l  z)   et  ô(s),  le  groupe  des  zéros  variables  de  la 

Fonction  d,  ar,<  r  )  h-  />_,  0<  z  »,  qui  est  équivalent  au  groupe  <  a oc*) 

déterminerait  un  système  de  multiplicité  un.  lien  résulte  qu'il  n  \  a 
qu'une  courbe  adjointe  de  degré  n  ]:  elle  coupe  la  courbe/  <> 
aux  points  multiples  et  aux k  points  d'arguments  x,,aa y.,,. 

71 .  Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  \  raies  et  se  démontrent 
de  la  même  manière.  <  >n  peut  «loue  dire  que  : 

Si  une  courbe  de  degré  n  et  de  genre  jimlim-t  une  /'umillr  linéaire 
/  fois  i  a  finir  de  courbes  adjointes  d'ordre  n  \.  les  coordonnées 
ries  points  de  cette  courbe  sont  proportionnelles  à  trois  fonctions 
thétafuchsiennes  du  premier  degré  dont  les  zéros  communs  déter- 
minent un  système  de  multiplicité  r,  et  réciproquement. 

72.  Cette  théorie  se  lie  étroitement  à  celle  des  systèmes  spéciaux  : 

y  dis,  en  effet,  que  -i  le  groupe  I  -/, xA  détermine  un  système  de 

multiplicité  r,  ce  système  est  nécessairement  spécial. 

La  proposition  est  évidente  si  h  est    inférieur  à  />  ■   \  \  n°20);  si 

I Du  a  /,  '  />   ■   i .  les  21  p       i  »      k  zéros  variables  <l«'  la  fonction 

a,X{    I     '/..'•    :     <i     <     . 

où  a,,  '/..  n.  -(.ni  des  constantes,  formeront  un  groupe  qui  appar- 
tiendra à  un  système  de  multiplicité  a  :  ce  système  sera  spécial,  car  m 
quantité 

2     •     />  %{p  1   I     •     /.  . 
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c'est-à-dire  k  —  p  -+■  4  est  positive  par  hypothèse  ;  d'après  le  théorème 
de  Riemann  et  Rocli  le  groupe  formé  par  les  zéros  a,,  ...,  aA  com- 
muns à  xn  a?2,  .r:t  sera  également  un  système  spécial. 

73.  On  peut  tirer  de  là  quelques  conséquences  relatives  aux  trans- 
formations unidéterniinatives  d'une  courbe  quelconque  de  genre  />. 

On  sait  que,  parmi  ces  transformations,  les  plus  intéressantes  sonl 
celles  où  Ton  fait  usage  de  courbes  adjointes  d'ordre  n —  3  :  si  C  est 
une  courbe  quelconque,  de  genre/)  et  de  degré  />,  le  point  de  la  trans- 
formée C',  de  coordonnées  £',,  H'2,  Ç'3,  qui  correspondra  aux  points  £,, 
H2,  E3  de  C  sera  donné  par  les  relations 

P,,  P2,  P3  étant  les  premiers  membres  des  équations  de  trois  courbes 
de  degré  //  —  3  adjointes  à  C. 

Cette  transformation  est  unidéterminative  en  général,  parce  que, 

inversement,  les  fonctions  fuchsiennes  J  et  j~  sont  fonctions  ration- 

ri  pi 

nelles  des  fonctions  fuchsiennes  £  et  J-  (n°  5,  note). 

Or  P,(Hn  ...),  P2(£n  ...),  P3(H,,  ...)  sont  proportionnels  (n°  i) 
à  trois  fonctions  thètafuchsiennes  holomorphes  du  premier  degré,  el 
Ton  en  conclut,  en  s'appuyant  sur  les  résultats  précédents,  les  pro- 
positions suivantes  : 

Toute  transformation  unidéterminative  d'une  courbe  (  1,  de  genre  /> 
et  de  degré  //,  à  l'aide  de  courbes  adjointes  d'ordre  n  —  3  passant 
par  k  points  simples  de  C,  fait  correspondre  à  cette  courbe  une 
courbe  C  de  genre  p  el  de  degré  n',  [n'  =  2(p  —  i)  —  k\,  dont 
les  points  doubles  sont  une  courbe  de  degré  n'  —  \  ('  ). 


(')  Cette  proposition  constitue  bien  un  théorème,  car  les  points  don  l>l«->  de  S 
sont  un  nombre  de  {(ip  —  k  —  3)  (2/?  —  k  —  4)  —Pi  le  nombre  des  points  qui 
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\mH.  une  courbe  quelconque  <  1,  de  genre  quatre  el  de  degré  //.  se 
transforme,  à  l'aide  de  courbes  adjointes  de  degré  n  >.  n'ayant 
m  dehors  des  points  doubles  aucun  point  commun  sur  C,  en  une  courbe 
«In  sixième  degré,  don!  1«'>  si\  points  doubles  -'«ni  sur  une  conique. 

I  m-  courbe  de  genre  cinq  devient,  par  une  transformation  analogue, 
une  courbe  du  huitième  degré,  dont  l-<  seize  points  doubles  sonl  sur 
une  courbe  «lu  quatrième  degré. 

Plus  généralement  : 

Toute  transformation  unidéterminative  d'une  courbe  C  de 
genre p  et  de  degré  n.  à  l'aide  de  courbes  adjointes  d'ordre  n  3 
/hissu ni  par  k  points  simples  situés  sur  <  \  et  formant  un  groupe  u. 
qui  appartient  à  un  tystcme  <  spécial  )  de  multiplicité  r,  fait  corres- 
pondre à  cette  courbe  une  courbe  C,  de  degré  n',[n  i(p  i)  /.  ], 
qui  <i<lnici  une  famille  linéaire  r  fois  infinie  de  courbes  adjointes 
île  degré  n       \. 

I  k points  de  <  \  formant  un  groupe  équivalent  à  g  correspondent, 
sur  (  ;  .  /.  points  situés  sur  une  courbe  adjointe  de  degré  n'  \.  et 
réciproquement. 

Cette  dernière  proposition  donne,  au  |><»ini  de  vue  géométrique, 
une  idée  assez  nette  <]<•  la  nature  des  groupes  spéciaux  sur  une  courbe 
algébrique. 

Si  k  =  o,  la  courbe  adjointe  d<-  degré  i(  p  —  i)  —  \.  qui  passe  par 
1rs  |»oiiii>  doubles  de  la  courbe  transformée  de  degré  ik  p  i),  ne 
coupe  cette  courbe  qu'aux  points  singuliers,  car  <>n  a  identiquement 

l  2jD      3  k  a/?       i  )      ip      I  ■■'/>      6  il  ■'/>      ?■)■ 

I  )(>lic 

si  ./-,,  ./•.,  xt  sont  trois  fonctions  thétafuchsiennes  holomorphcs 


déterminent  u îourbe  de  degré  \p      /•       6  est  d'ailleurs 

ei  la  différence  «l»*  ces  deux  nombres  est  p       '<      t, . 
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de  degré  un  n'ayant  aucun  zéro  commun,  la  courbe  S,  décrite  par 
le  point  xn  x.,,  x3J  est  de  degré  2(p  —  1)  :  ses  points  doubles  sont 
une  courbe  adjointe  de  degré  2(p  —  i).—  4?  qui  ne  la  coupe  qu'en 
ces  points. 

74.  Pour  les  courbes  S,  de  degré  n,  qui  admettent  des  courbes 
adjointes  d'ordre  n  —  4,  les  théorèmes  du  n°  Hi  sont  remplacés  par 
les  suivants,  qu'on  démontrerait  par  une  méthode  analogue  : 

Soit  G  une  courbe  adjointe  à  S,  d'ordre  n  -\-  q  —  4  passant  par  les 
points  non  singuliers  communs  à  S  et  à  une  courbe  adjointe  d'ordre 
n  —  4  :  las  arguments  des  autres  points  (non  singuliers)  où  celte 
courbe  coupe  S  annulent  une  fonction  thétafuchsienne  holomorphe 
de  degré  q,  dont  les  derniers  zéros  sont  les  quantités  a,,  ...,  aA, 
chacune  au  degré  q  de  multiplicité. 


Inversement  : 

Soit  S(z)  une  fonction  thétafuchsienne  holomorphe  de  degré  q, 
admettant  comme  zéro  multiple  d'ordre  q  chacune  des  quantités 
a,,  . . .,  otk  :  les  autres  zéros  de  cette  fonction  sont  les  arguments  de 
points  de  S  situés,  avec  les  points  simples  où  S  est  coupée  par  une 
courbe  adjointe  quelconque  d'ordre  n  —  4?  sur  une  courbe  adjointe 
d'ordre  n  -h  q  —  [\. 

75.  En  partant  de  ces  propositions,  on  peut  répéter  les  raisonne- 
ments du  §  XI,  en  remplaçant  simplement  les  courbes  adjointes 
d'ordre  n  —  3  de  la  théorie  générale  par  des  courbes  adjointes  d'ordre 
n  —  4;  et  les  résultats  géométriques  du  §  XII  subsistent  sans  modifi- 
cation. 
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Sur  les  intégrales  de  différentielles   totales  de  seconde  espèce; 


Par  M.   Emile  PICARD. 


Dans  un  premier  Mémoire  {Journal  de  Mathématiques,  1 885), 
j'ai  commencé  l'étude  des  intégrales  de  différentielles  totales,  relatives 
à  une  surface 

f(x,y,z)  =  o-, 

j'entends  par  là  les  intégrales  de  différentielles  totales  de  la  forme 

(i)  fPdx  +  Qdy, 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  y  et  z.  Je  m'étais  uni- 
quement occupé,  dans  ce  travail,  des  intégrales  de  première  espèce, 
c'est-à-dire  des  intégrales  qui  restent  finies  pour  toute  valeur  des 
variables  indépendantes. 

J'ai  continué  cette  étude,  en  m'occupant  des  intégrales  de  seconde 
espèce,  que  je  définis  comme  il  suit. 

Considérons  une  suite  continue  fermée  à  une  dimension  de  valeurs 
de  x  et  y,  telle  de  plus  que  les  valeurs  initiales  et  finales  de  r  soient 
les  mêmes;  nous  pouvons  appeler  cycle  une  telle  suite.  L'intégrale  (i) 
sera  dite  de  seconde  espèce,  si  l'intégrale  prise  le  long  de  tout  cycle 
infiniment  petit  est  nulle. 

Il  est  évident  alors  que,  en  représentant  par  x0,  yn  un  système  quel- 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  Tome  11.  —  Fasc.  IV,   1886.  I  > 


;  \0  i..    i>if:\iti). 

conque  de  valeurs  de  x  el  v.  el  posanl 

x—  x0  +  >■</'.        y=y0H-u. 

'/  el  <j.  étanl  des  fonctions  holomorphes  quelconques  de  /  dans  le  voisi- 
•  de  /  =  o  el  s'annulanl  pour  cette  valeur,  L'intégrale  deviendra 
une  fonction  de  t  présentant,  dans  le  voisinage  de  /  =  o,  le  caractère 
d'une  fonction  algébrique,  c'est-à-dire  développable  en  série  suivant 
les  puissances  entières  ou  fractionnaires  de  t  avec  un  nombre  limité  de 
termes  à  exposanl  négatif. 

I  ne  première  proposition  fondamentale  esl  La  suivante  : 

Si  lu  surface  f  est  lu  plus  générale  de  son  degré,  toute  intégrale 
de  seconde  espèce  se  réduit  à  une  fonction  rationnelle  de  >\  y  et  z. 
liiisi,  en  faisant  abstraction  des  fonctions  rationnelles  desi  oord 
nées,  H  n'y  a  pas,  pour  une  surface  quelconque,  d'intégrale  de 
seconde  espèce;  c'est  ce  que  nous  avions  déjà  rencontré  pour  les  in- 
tégrales de  première  espèce. 

La  question  qui  se  pose  alors  esl  de  reconnaître  si  une  surface  pos- 
sède des  intégrales  (!<•  seconde  espèce  autres  que  des  fonctions  ration- 
nelles. La  question  esl  bien  plus  difficile  à  résoudre  que  le  problème 
analogue  pour  les  intégrales  de  première  espèce.  Sa  solution  forme 
L'objet  principal  du  (l<Mi\i«''iii<-  (  Chapitre  de  ce  Mémoire. 

Dans  le  troisième  Chapitre,  j<'  reviens  sur  les  fonctions  hyperabé- 
liennes  el  hyperfuchsiennes,  donl  je  me  suis  occupé  précédemment 
dans  différents  Mémoires.  <>n  sail  que  toutes  les  fonctions  de  cette 
nature,  correspondanl  à  un  groupe  donné,  peuvenl  s'exprimer  ration- 
nellement à  l'aide  de  trois  d'entre  elles  x,  \\  r,  liées  par  une  relation 
algébrique 

■-■)  =  °- 

(  )i  une  telle  surface  présente  précisémenl  ce  caractère  remarquable 
de  posséder  en  général  des  intégrales  de  seconde  espèce.  Ceci  m  a 
permis  de  répondre  à  La  question  suivante  qui  m'avail  Longtemps  pré- 
<  ici  upé. 

Peut-on,  avec  Les  fonctions  hyperfuchsiennes  (ou  hyperabéliennes  . 
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engendrer  toutes  les  fonctions  algébriques  de  deux  variables  indépen- 
dantes, ou,  ce  qui  revient  au  môme,  obtenir  toutes  les  surfaces  algé- 
briques? La  réponse,  pour  être  négative,  ne  m'en  semble  pas  moins 
présenter  quelque  intérêt. 

Dans  mon  premier  Mémoire,  je  m'étais  borné  au  cas  où  les  surfaces 
considérées  ne  présentaient  que  des  singularités  ordinaires.  Dans  une 
Lettre  récente,  M.  Ncetlier  veut  bien  me  faire  savoir  que  cette  restric- 
tion peut  être  facilement  levée.  On  trouvera  d'ailleurs  dans  les  Sitzungs- 
beritchen  de  la  Société  d'Erlangen  (séance  du  i5  février  1886),  une 
Note  dans  laquelle  l'éminent  géomètre  expose  brièvement  la  métbode 
dont  il  a  fait  usage.  La  même  méthode  de  discussion  s'appliquera 
évidemment  aux  intégrales  de  seconde  espèce. 


CHAPITRE  PREMIER. 

1 .   Nous  allons  tout  d'abord  nous  placer  dans  un  cas  très  simple,  en 
examinant  le  cas  où  l'équation  de  la  surface  serait  de  la  forme 

/"étant  un  polynôme. 

La  forme  générale  des  intégrales  de  différentielle  totale  sera  dans  ce 

cas 


■     / 


Pdx  +  Qdy 

My//(w)  : 


P,  Q  et  M  étant  des  polynômes  en  x  ety. 

Quand,  partant  d'un  système  de  valeurs  initiales  (oc0,y0,  zo)i  '°  cne~ 
min  d'intégration  se  termine  en  un  point  (x,y,  z),  les  diverses  valeurs 
que  prend  ainsi  l'intégrale,  quand  le  chemin  varie,  ne  diffèrent  que  de 
quantités  constantes;  ce  sont  les  périodes  de  l'intégrale.  Considérons 
en  particulier  le  cas  où  y  resterait  constant;  l'intégrale  se  réduit  à 


W  _  /: 


Vdx 


les  périodes  de  cette  intégrale  sont  évidemment  en  même  temps  des 
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périodes  <lc  L'intégrale  (i);  par  suite  elles  sont  constantes y  c  est-à-dire 
qu'elles  ne  dépendent  pas  de  la  valeur  arbitraire  donnée  à  y. 

Cette  remarque,  si  simple,  \a  être  fondamentale  pour  la  suit 
nous  allons  immédiatement  démontrer  que  si  le  polynôme  /  se,  y  l  est 
arbitraire,  c'est-à-dire  le  plus  général  d'un  degré  m.  il  ne  peul  existe! 
d'autres  intégrales  de  seconde  espèce  que  les  fonctions  rationnelles  de 
i .  y  el  z.  I  tonnons  en  eflel  à  y  une  valeur  arbitraire  :  l'équation 

fi.r.V  )=--(> 

aura  ///  racines  distinctes;  si  l'on  considère  x  comme  fonction  d< 
pour  ebaque  valeur  singulière  •!<*  y.  deux  valeurs  de  x  seulement  de- 
viendront égales.  Soient,  pour  une  valeur  arbitraire  e!  non  singulier 

•  '  i  •      ■  '  _•  •     •  •  •  j     •  ' 

les  racines  de  l'équation  (3).  On  peut  les  supposer  rangées  dans  un 
ordre  tel  que,  y  allant  de  y0  à  une  certaine  valeur  singulière  y'n  de  \ 
par  un  chemin  convenable,  x{  el  a?,  deviennent  égales;  puis  ensuite, 
I  allant  de  \„  à  une  autre  valeur  singulière  convenable,  a?a  el  a  ,  de- 
viendront égales,  ei  ainsi  de  suite  pour  a?,,  xt '..-,•  x   :  y  par- 

laui  de  Ko  r|  arrivant  à  la  première  de  ces  valeurs  singulières,  les  racines 
varieront  el  <le\ iendronl 

Cl  l'on  aura 

les  autres  racines  étanl  distinctes. 

Traçons  dans  le  plan  de  la  variable  x  un  contour  fermé  -impie  ('.. 
partant  d'un  point  arbitraire  xe  el  revenant  à  ce  point  el  assujetti  aux 
conditions  suivantes  :  il  ne  rencontre  aucun  des  chemins  décrits  par  les 
racines  x  quand  y  varie,  connue  il  a  été  indiqué  de  'I  comprend 

seulement  au  début  à  son  intérieur  les  deux  racines  c,  el  c  .  et,  par 
suite,  pour  la  valeur  finale  y'Q  de  y  .  la  seule  racine  double  a?',  =  x  ;  il  est 
possible  de  satisfaire  à  ces  conditions. 
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Ceci  posé,  revenons  à  l'intégrale 

X>dx 


f 


M\Jf(x,y) 


dont  les  périodes,  comme  nous  l'avons  dit,  ne  dépendent  pas  de  y. 

Si  nous  faisons  d'abord  y=y01  au  contour  C  va  correspondre  une 
période  de  cette  intégrale  :  je  dis  que  cette  période  sera  nulle.  En  elFct, 
faisons  varier  y  d'une  manière  continue,  et  par  le  chemin  convenable, 
depuis  y0  jusqu'à  y\\  la  valeur  de  la  période  ne  change  pas  :  voyons 
donc  ce  qu'elle  devient  à  la  fin. 

Or,  pour  y  =y'0,  le  polynôme  /(oc,  y)  a  une  racine  double  x\  =  x  ',. 
qui  est  à  l'intérieur  du  contour  C,  mais  le  pointa?  =  x\  ne  peut  être 
un  point  logarithmique  pour  l'intégrale 


./' 


P(x,  y'0  )  dx 


M(3r,/0)v//(*,/0) 


parce  qu'alors  l'intégrale  (i)  ne  serait  pas  de  seconde  espèce.  Donc 
l'intégrale,  prise  le  long  du  contour  C,  est  nulle,  et,  par  suite,  la  pé- 
riode envisagée  de  l'intégrale  (i)  est  également  nulle,  comme  nous 
voulions  l'établir.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  toutes  les  périodes  de 
cette  intégrale  peuvent  être  obtenues  en  employant  des  contours  ana- 
logues à  C;  par  suite,  nous  pouvons  affirmer  que  les  périodes  de  l'in- 
tégrale de  différentielle  totale  de  seconde  espèce 


/ 


Pdx  +  Qdy 


Ms//\x,y) 

sont  nulles,  et  l'on  en  conclut  alors  immédiatement  que  cette  inté- 
grale est  une  fonction  rationnelle  de  x,  y  et  \j/  (x,  y)  . 

2.  Nous  avons  simplement  voulu  montrer,  dans  le  paragraphe  pré- 
cèdent, que  toutes  les  intégrales  de  seconde  espèce,  attachées  à  la  sur- 
face 

*2=/0,  y), 

étaient  des  fonctions  algébriques,  quand  le  polynôme  /(x,  y)  était  le 


E.     PICARD. 


>  >  I 

plus  général  de  son  degré;  mais  on   voit  bien  facilement  un  cas  l 
étendu   où   la  surface  précédente  n'aura  pas  d'inti  ade 

espèce  (autres,    1  *  î  «  - 1 1  entendu,  que  les  fonctions  rationnelles 
[uoique  le  polynôme /puisse  être  très  particulier. 
Envisageons  encore,  à  cel  effet,  l'équation 

/(a?,^)  =  o, 

le  polynôme  f  n'étant  pas  nécessairement,  «railleur-,  irréductible.  A 
une    valeur  arbitraire  y„  de  y  pondent  m  valeurs  de 

el  considérons  les  valeurs  de  y.  pour  lesquelles  l'équation 
précédente  a  une  racine  double;  uous  laissons  par  conséquent  de  côté 
les  valeurs  pour  lesquelles  il  y  aurait  une  racine  (l'un  degré  de  multi- 
plicité supérieur  à  deux.  Désignons  d'une  manière  générale  pai 
mu-  valeur  de  y  pour  laquelle  l'équation  a  une  racine  double;  deus 
cas  pourronl  se  présenter  : 

Ou  bien  on  pourra  disposer  les  racines 

./ , ,      /  _, ,     . . . , 

de  telle  manière  que,  y  allant  dey0  à  une  racine^   par  un  chemin  con- 
venable, x{  et  .'•.  deviennent  égales,  puis,  y  allant  «le  yc  à  une  racin 
une  des  racines  ./-,  ou  a?a  deviendra  égale  à   cti  el  ensuite  on  pourra 
trouver  un  chemin  tel  «le y  vers  une  racine  y0  que  une  des  racines 
c,  deviendra  égale  à  la  racine  xti  et  ainsi  de  suite. 
Ou  bien  cette  disposition  Bera  impossible,  <•!  al<  par- 

tageront eu  un  certain  nombre  r  «le  groupes 

<  >  i  «     (  '  > (  ' 

tels  que  pour  chacun  de  ces  groupes  on  puisse  réaliser  La  disposition 
qui  vient  d'être  indiquée;  dans  ces  conditions,  une  racine  «l'un  groupe 
ne  pourra  devenir  égale  à  une  racine  d'un  autre  groupe  que  pour  une 
valeur  de  y  à  laquelle  correspondra  une  racine  triple  au  moins  de 
l'équal  l' m 

f{    >.   y)  =o. 
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5.  Ceci  posé,  il  n'y  aura  certainement  pas  dans  le  premier  cas 
d'autres  intégrales  de  seconde  espèce  que  des  fonctions  algébriques 
de  x,  y  et  z\  on  peut  en  effet  répéter,  sans  y  rien  changer,  ce  qui  a  été 
dit  au  paragraphe  précédent  et  montrer  ainsi  que  toutes  les  périodes  sont 
nulles.  Dans  le  cas  où  le  polynôme  f(x,  y)  serait  irréductible,  et  où 
les  lacets  binaires  fondamentaux  relatifs  à  la  fonction  algébrique  x  de  y 
définie  par  l'équation  (i)  proviendraient  seulement  de  racines  doubles, 
la  première  circonstance  se  trouvera  évidemment  réalisée. 

Pour  ce  qui  est  du  second  cas,  nous  pouvons  remarquer  que  le 
nombre  des  périodes  ne  pourra  pas  dépasser  r  —  i,  r  étant  le  nombre 
des  groupes  G;  les  périodes  provenant  de  deux  racines  d'un  même 
groupe  sont  en  effet  nulles,  d'après  le  raisonnement  employé  plus  haut, 
et  il  ne  peut  subsister  que  des  périodes  provenant  de  racines  n'appar- 
tenant pas  à  un  même  groupe,  ce  qui  fait  par  conséquent  au  plus  r  —  i . 

4.  Considérons  maintenant  le  cas  le  plus  général  auquel  peut  être 
étendu  le  résultat  trouvé  pour  les  surfaces  précédentes.  Nous  voulons 
montrer  que,  pour  la  surface  la  plus  générale 

de  degré  m,  les  intégrales  de  seconde  espèce  sont  fonctions  ration- 
nelles de  x,  y,  z. 

Soient,  en  effet,  une  telle  intégrale  représentée  par 


fvdx-t-Qdy, 


où  P  et  Q  sont  fonctions  rationnelles  de  x,  y,  z;  nous  donnons  à  y 
une  valeur  arbitraire,  mais  fixe,  et  nous  envisageons  l'intégrale 


/ 


Fdx. 


On  voit,  en  raisonnant  comme  au  §  1,  que  les  périodes  de  cette 
intégrale  abélienne  de  seconde  espèce  ne  dépendent  pas  de  y  :  cette 
remarque  va  nous  conduire,  comme  précédemment,  à  la  démonstra- 
tion du  théorème  énoncé. 


i  .     PICARD. 

(  lonsidérons  les  <l<-n\  relations 

f(x,y,  z  >  =  o,        ./.< .',  v-.  s  |  =  o, 

on  peut   les  regarder  comme  définissanl  un  point   analytique  (z, 
fonction  algébrique  de  la  variât») 

Il  \  ,1111.1  certaines  valeurs  singulières  de  y  pour  lesquelles  deux  va- 
leurs  de<  z,  c  >.  el  deux  seulemenl  i  le  polynôme  f  étanl  le  pin-  général 
de  son  degré)  deviendront  égales;  soient,  pour  un.'  valeur  arbitraire 
et  non  singulière  r„  dey, 

<:,.'■,).      (*»,#,),      ....      (  "N.  .<\  i 

les  N  déterminations  de  (  r,  ./•  i.  <  )n  peut  les  supposer  rangées  dans  un 
ordre  tel  que, y  allanl  de^0  à  une  certaine  valeur  singulière  \„  dey, 

(  *,,  ./-,  )     et     i  sa,  ca  | 

deviennent  égaux,  puis  ensuite  r  allant  de y0  à  une  autre  valeur  sin- 
gulière convenable, 

(  -...  a?a  )     .-t     (  z„  ./-3) 

deviendront  égaux,  <•[  ainsi  de  suite  pour 

1  r  ■   •'  .  '     Bt      (  rA,  ./ '.,  ».      ....      (  ~N  _,,  i\  |  )     et      i  rN.   i\  >: 

K  partant  de  Ko  '''  arrivanl  à  la  première  de  ces  valeurs  singulières  }   . 
les  points  analytiques  (»,  a?)  varieront  et  deviendront 

'•i  l'on  aura 

'  ~i<  x\  ) =  (5ai  ' 

les  autres  valeurs  étanl  distinctes. 

<  !eci  posé,  les  points  analytiques  |  r,,  ct  | i  sM1  c„  »,  qui  sont  né- 

lairement  des  points  de  ramification  de   la   fonction  algébrique  s 
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de  x  définie  par  l'équation 

f(x,y»,  *)  =  «>i 

doivent  nécessairement  jouir  de  la  propriété  suivante  :  on  peut  tracer 
dans  le  plan  des  x  un  contour  simple  enveloppant  seulement  les  points  ./•, 
et  x2,  et  tel  qu'après  un  tour  complet  de  la  variable  x  le  long' de  ce 
contour,  toute  racine  z  de  l'équation  précédente  reprenne  la  même 
valeur. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  l'équation  entre  x  et  z 

définit  une  courbe  qui  a  au  point 

un  point  double  dont  les  tangentes  sont  distinctes.  Ceci  est  évident,  en 
langage  géométrique,  cavy  =  y0  représente  un  plan  tangent  à  la  sur- 
face, x  et  z  du  point  de  contact  étant  précisément  x\  et  z\ . 

Figurons  maintenant  dans  le  plan  des  x  le  point  x  =  x\  —  x'.,  ;  quand  y 
varie  d'une  manière  continue  de  y'0  kya  par  le  chemin  indiqué,  ./:',  vient 
en  x{  et  x[,  en  x.2.  Tout  contour  simple  enveloppant  les  points  xn  ./\, 
x\,  et  n'étant  traversé  par  aucun  des  chemins  décrits  par  les  autres 
racines  (il  est  évidemment  possible  d'en  former  un)  remplira  la  con- 
dition cherchée,  car  la  remplissant  pour  y  =JK0,  il  la  remplira  pour 
toutes  les  valeurs  considérées  de  y,  de  y'0  ày0. 

Ces  préliminaires  indiqués,  nous  envisageons  maintenant  la  surface 
de  Riemann  correspondant  à  la  relation  algébrique  entre  z  et  x 

<  i  )  /O,  y05  *)  =  °- 

Nous  allons  tracer  sur  cette  surface  un  système  particulier  de  cou- 
pures. Prenons  comme  première  coupure  la  ligne  fermée  an  dont  nous 
venons  de  parler,  tracée  autour  des  points  analytiques  (./,,;,), 
(a?2,  z2);  elle  est  évidemment  une  limite  non  complète  et  peut,  par 

Jour//,  de  Math.  (/,•  série),  tome  II.  —  Fasc.  IV,  188O.  I  I 


;  18  é.  picard. 

suite,  être  prise  comme  coupure.  Prenons  comme  seconde  coupure  at 
une  ligne  fermée  joignant,  par  rapport  aux  deux  points  <  /\.  zt\ 
:  i.  le  même  rôle  que  a,  par  rapport  aux  deux  premiers  points 
critiques;  non-  pouvons  d'ailleurs  nous  arranger  <le  manière  que  aa 
rencontre  ",  en  ////  point.  <)n  continuera  ainsi  <mi  obtenant  Les  cou- 
pures ",.  '/, œ5  ,;  à  chacune  de  ces  coupures  correspondra  une 

période  V,  ces  périodes  n'étant  pas  toutes,  d'ailleurs,  nécessairement 
distinctes.  !>■•  plus,  toutes  les  périodes  d'une  intégrale  abélienne 
de  seconde  espèce  attachée  à  la  courbe  i  I  I  seront  réductibles  à  des 
sommes  <le  multiples  des  périodes  \.  car  toute  ligne  fermée  tracée  sur 
la  surface  de  Riemann  se  ramènera  à  un  point  après  avoir  traversé  une 
ou  plusieurs  fois  un  certain  nombre  «le  coupures   \. 

Prenons  donc  une  des  coupures  a,  soit  a,,  <-i  cherchons  quelle  peut 
être  la  valeur  de  la  période  correspondante;  nous  allons  voir  de  suite 
qu'elle  est  nulle  pour  l'intégrale 


J 


VfL 


En  effet,  faisons,  comme  plus  haut,  varier  y  d'une  manière  continue 
de  v„  à  y'oi  \,\  période  ne  devra  pas  changer;  or  elle  est  nécessairement 
nulle  pour  y  =  y'0,  puisque  les  deux  points  <le  ramification  |  cn  z,  >  et 
i  /  ,,  z .  >  disparaissent. 

Vous  pouvons  doue  affirmer  que  les  périodes  de  L'intégrale 

fPdx+Qdy 

sonl  nulles,  et,  par  suite,  comme  nous  l'avons  énoncé,  cette  intégrale 
est  une  fonction  rationnelle  de  >\  \\  z. 


CHAPITRE  II. 

.">.  Le  théorème  qui  précède  conduit  immédiatement  à  se  poser  la 
question  suivante  :  Comment  pourra-t-on  reconnaître  si  une  surface 
algébrique  possède  des  intégrales  de  seconde  espèce  qui  ne  soient  pas 
«1rs  fonctions  rationnelles,  et  comment  pourra-t-on  obtenir  ces  inté- 
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craies  quand  elles  existeront?  Tels  sont  les  problèmes  importants  et 
difficiles  qui  vont  nous  occuper  dans  ce  Chapitre. 

Prenons  d'abord,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la  démonstration  du 
précédent  théorème,  la  surface 

.   ,.    ,  *2=/0,r)> 

et  soit  1  intégrale 

P  dx  h-  Q  dy 


f 


mvTÎ^Tt) 


P,  Q  et  M  étant  des  polynômes  en  xety.  On  a  la  condition  d'inté- 


grabilité 


M  (a?,  y)  sera  le  produit  d'un  certain  nombre  de  facteurs 

[A(X,y)Y[B(x,y)f...[L(x,y)}\ 

les  polynômes  A,  B,  ...,  L  étant  irréductibles,  et  aucun  d'eux, 
comme  on  peut  le  supposer,  n'étant  divisible  parj^.  Soit  d'abord  le  cas 
le  plus  simple  où 

M  =  A«(x,y) 

la  condition  d'intégrabilité  s'écrira 

AM(PÏ-Q8o^4A({-g)  +  ^-tfJ]. 

et  supposons  que  A(x,  y)  soit  premier  avec  /(#,  y).  On  voit  alors 
que 

^  djc  dy 

est  divisible  par  A(x,  y). 

Ceci  posé,  considérons  l'intégrale 

P(.r,  y)  dx 


f 


en  y  regardant  y  comme  un  paramètre. 


V|<>  B.    PICARD. 

.,  ,         .         P    /.  y) 

(  )n  iiciii,  comme  il  esl  I >i«  n  connu,  retrancher  <l«'  mn-  ex- 

pression  de  la  for 

cl   [Xy/TÛ7,   |     I 

X  étant  un  polynôme  en  x,  telle  que  la  différence  ne  contienne  plus  \ 
au  dénominateur  qu'à  la  puissance  oc  i.  LepolynômeX  de  a?  aura 
ses  coefficients  qui  seronl  des  fractions  rationnelles  dey.  Nous  pouvons 
l'écrire  sous  la  forme 

X  el  o  étant  des  polynômes.  On  aura  alors  nécessairement 

et,  comme  O-  I*  \     est  divisible  par  A,  il  en  résultera  une  iden- 

*  â  c  oy  ' 

tité  <l<'  la  forme 

q+(«  V-^11  :!>■••.>•>= ^.r  k*,*). 

Retranchons  maintenant  de 
l'expression  différentielle  exacte 


.    \  ■  >      ' 


la  différence  sera  évidemment  de  la  forme 

\\<l,       Qtdy 


Noii^  avons  ainsi  diminué  d'une  1 1 1 1 1 1 »*•  l<'  deerré  de    \  el  introduit 
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seulement  au  dénominateur  le  polynôme  '\>(y).  Nous  pourrons  évi- 
demment continuer  ainsi  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à  une  différen- 
tielle totale  de  la  forme 

7.(v)Av//V,/) 

puisque  l'intégrale  proposée  est  de  seconde  espèce,  il  est  nécessaire 
que  Pa_,  et  Qa_,  soient  divisibles  par  A(x,y),  car  cette  différentielle 
nous  conduirait,  dans  le  cas  contraire,  à  une  intégrale  de  troisième 
espèce.  Nous  avons  donc  une  intégrale  de  la  forme 


s 


P  clx  -hQdv 


après  avoir  extrait  de  la  proposée  une  partie  algébrique.  P  et  Q  sont 
des  polynômes  en  x  et  y,  et  y^(y)  est  un  polynôme  dépendant  seule- 
ment de  y.  La  conclusion  serait  encore  la  même,  on  le  voit  aisément, 
si  M  avait  plusieurs  facteurs  irréductibles  au  lieu  d'un  seul. 

6.   Considérons  donc  l'intégrale  précédente,   et,  y  étant  regardé 
comme  un  paramètre,  arrêtons-nous  d'abord  sur  l'intégrale 


/ 


Pûfcc 


xOOvTtoT)' 


on  sait  qu'en  retranchant  de  cette  intégrale  la  dérivée  d'une  expression 
de  la  forme 

p.(*)v7, 

on  peut  ramener  le  degré  de  P  à  être  m  —  2,  si  m  est,  comme  plus 
haut,  le  degré  de/. 

Ici  les  coefficients  de  Plv#)  dépendront  nécessairement  de  y,  el 
ce  seront  évidemment  des  fractions  rationnelles  de  y,  dont  le  dénomi- 
nateur sera  y/y),  écrivons  donc  cette  dernière  expression  sous  la 
forme 

Pi(^>.r)y//,(^>r)) 


i  .    i'K  \r.n. 


,,,-,  |>(l  ,.  nrM  un  polynôme.  Considérons  alors  la  différence 

I>  dx  -+-  Q  dy  d  ["  P,  (.r,  r)  y//( x,  y)  1 

elle  aura  la  forme,  <>ù  nous  gardons  les  mêmes  notation-. 


!>,//•  .  Orfv 


avec  cette  circonstance  capitale  que  I''  x,  y  i  esl  au  plu-  de  degré /n  —  2 
en  ./■. 

La  condition  d'intégrabilité 


xQ0(pg    Q©-V<-oO[xCr>(g-2)-P&] 

montre  «I'-  suite  que  Qi  '•.  \  |  sera,  par  rapport  à  a?,  de  degré  au  plus 
égal  à  ///  —  i . 

Non-  avons  donc  une  intégrale  où  les  degrés  par  rapporta  a:  sont 
Limités.  Écrivons  cette  intégrale  sou-  la  forme 


/ 


P  dx  -4-  Q]dy 


ou 


P        r/,,./'"    --f-r/1./"'-3-h...4-r//„    2. 
Q      ,^.,—  '4- /,,./■"'-=-+-... -+- />„,.,, 

le»  a  et  !'•-  b  •'•tant  des  fonctions  rationnelles  de  y. 
Prenons  maintenant  h  condition  d'intégrabilité 


(0 

Cl        -"Il 


1    ,,,         ^<fc  '  dy         da    ' 


/<   p,^)        V"    :  -?1,  r.  ,-'-•+...+  Owl. 


Les  deux  membres  de  l'identité  |  i  |  \<»m  être  des  polynômes  en  *  de 
degré  2/H      2;  nous  aurons  donc  à  égaler  im  —  \  coefficients  à  zéro, 
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et  dans  ces  (im  —  i)  équations  figureront  les  -un  —  1  fonctions  de  \  . 


Cl  05  &\l  '•••)  Clm-21  ^05  ^\1  '•••)  V 


m-\ 


Pour  faire  la  discussion  de  ces  équations,  supposons  m  impair  et 
égal  à  np  -+-  i . 

En  égalant  d'abord  à  zéro  dans  l'identité  (i)  les  coefficients  de  x2m  2, 
.v2,n-'\  . . .,  xm-\  nous  obtenons  m  identités,  qui  nous  permettent  d'ex- 
primer, de  proche  en  proche, 


£o,      b{,     . ..,     b 


m-  I 


à  l'aide  des  a  et  de  leur  dérivée  première.  Portant  ces  valeurs  dans  les 
(m  —  i)  autres  identités  que  nous  avons  encore  à  écrire,  et  qui  sonl 
fournies  par  la  considération  des  coefficients  de  x"1-2,  xm~3 ,  ...,  ./•„. 
nous  obtiendrons  (m  —  i)  équations  linéaires  et  homogènes  entre 

da0        dai  da/n_2 

«o,     «,,      -..,     ctm_2,     -^,     ^-,     ...,     — j— , 

les  coefficients  dans  ces  équations  étant  évidemment  des  polynômes 
en  y.  Nous  trouvons  donc  un  système  de  (m  —  i)  équations  linéaires  du 
premier  ordre,  auquel  doivent  satisfaire  les  (m  —  i)  fonctions  ration- 
nelles a0.  an  . . .,  am_.2\  on  pourra  en  tirer  an  a.2,  . . .,  am_.2  exprimées 
linéairement  au  moyen  de  a0  et  de  ses  dérivées,  et  quant  à  a0,  il  satis- 
fera à  une  équation  linéaire  E  d'ordre  m  —  i,  dont  les  coefficients 
seront  des  polynômes  en  y. 

Nous  nous  trouvons  donc  ramenés  à  la  question  suivante  :  Après 
avoir  formé  l'équation  linéaire  d'ordre  'ip,  à  laquelle  satisfait  <y0, 
équation  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  en  y,  nous  devons 
chercher  si  l'on  peut  satisfaire  à  cette  équation  en  prenant  pour  a0 
une  fonction  rationnelle  de  y.  C'est  là  un  problème  que  Ton  sait  ré- 
soudre. 

Supposons  donc  que  l'on  ait  trouvé  une  fonction  rationnelle  de  >  . 
satisfaisant  à  l'équation  précédente;  on  en  déduira,  pour  àn  <■/.,,  ..., 
am^2,  des  fonctions  rationnelles  de   y-,  et   par  suite,   pour  A0,  bn  .... 


E.     l'ICMtli, 


>  I  I 

7.  Non-  aurons  donc  ainsi  une  intégrale  <]<•  différentielle  totale; 
;, Ni, ni  de  discuter  cette  expression,  nous  avons  à  faire  une  remarque 
importante  sur  l'équation  linéaire  E  d'ordre  -j  />.  dont  il  vient  d'être 
question.  Nous  pouvons  retrouver  cette  équation  en  nous  servant  de 
considérations  I >i< -i i  différentes.  Envisageons,  à  cet  effet,  l'intégrale 


y 


en  considéranl  y  comme  un  paramètre  arbitraire,  el  as,  a a„., 

('■i,i ni  des  fonctions  pour  le  momenl  arbitraires  de  ce  paramètre.  Cette 
intégrale  a  nécessairemenl  2jd  périodes,  el  ces  périodes  dépendront 
de  y.  i  Ihercl -  à  déterminer  les  :>/>  fonctions 

de  telle  manière  que  ces  périodes  soienl  indépendantes  dey,  <•!  soient 

égales  à  <l<-s  constantes  oc,,  a_, aap.  Pour  une  valeur  arbitraire 

donnée  à  w  considérons  an  cycles  donnanl  les  ijt  périodes,  et  soient 

i»       v  v 

1     I  ,/'  l     2,n  •   •  •  '  *     2/>,l 

les  2/>  périodes  de  l'intégrale 


<,// 


J  v5 

i  /  allant  <l«'  i  à  2D  15  on  aura  les  2jd  équations 

a,P|,,  +a,P,,,  H-...H-«m-aPa/..i    =«ii 

a«Pltj  -Ha,Pt,,  -+-... -h  ",„  JV.,,,,   =  atl 

o#Pi,i^H-«iP«,mH  •■■  :   a*-iPsj».îp=*M' 

(  tu  sail  que  le  déterminant  de  ces  équations  n'esl  pas  identiquemcnl 
nul.  car  ce  sont  les  périodes  de  20  intégrales  distinctes  de  seconde 
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espèce.  On  tirera  donc  de  ces  équations 

«o  =  a1Qi,2   H- +  a2j»Q2p,2. 


«,«-2=  a,Ql>2p  + +  a8/,Q3Pf2/,; 

les  P  et  par  suite  les  Q  seront  des  fonctions  de  y,  qui  s'exprimeront 
évidemment  par  des  intégrales  définies. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  E;  quand  a0  satisfait  à  cette  équa- 
tion, on  peut  déterminer  les  a  et  les  b  de  manière  à  avoir  une  intégrale 
de  différentielle  totale 


/ 


*  P  ci x  -+-  Q  ely 


où  P  p=  a0xm^*-h...-{-  am-2j  mais  alors  il  est  manifeste  que  les  pé- 


riodes  de  l'intégrale 


/ 


sffï^y) 


qui  sont  nécessairement  des  périodes  de  l'intégrale  (i),  ne  dépendent 
pas  de  y. 

On  en  conclut  alors  que  V équation  E  a  pour  intégrale  générale 

«o  =  a,  Q)(<  4-  a2Q2))  4-. . .-+-  a2/,Q2/,>n 

om  /es  a  sorc£  Ze.s  constantes  arbitraires. 

8.  Nous  avons  dit  que  l'équation  E  était  d'ordre  2/;;  ce  nombre  est 
une  limite  supérieure  de  l'ordre  de  l'équation  qui  pourra  être  moindre. 
(  Considérons,  pour  une  valeur  donnée  à  /,  les  ip  périodes 

P  P  P 

ce  sont  des  fonctions  de  y.  Elles  ont  déjà  été  étudiées,  à  ce  poinl  de 
vue,  par  M.  Fuclis,  dans  un  intéressant  Mémoire  qui  fait  partie  du 
tome  71  du  Journal  de  Crelle.  Ces  fonctions  satisfont  à  une  équa- 

Journ.  de  Math,  (4°  série),  tome  II.  —  Fasc.  IV,  188G.  I  > 
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lion  Linéaire  dont  les  coefficients  sonl  des  polynômes  <'ii  w  et  dont 
l'ordre  rfesl  au  plus  égal  à  2p.  Les  points  singuliers  de  cette  équation 
différentielle  correspondent  aux  valeurs  dey,  pour  lesquelles  l'équa- 
tion en  v 

f(x,y)  =  o, 

a  des  racines  égales.  Les  2/7  équations  correspondant  à  t  =  i,  2 

ip  oui  les  mêmes  points  singuliers,  el  bien  évidemment  aussi  le  même 
groupe.  L'équation  E  sera  donc  aussi  d'ordre  <L  <'t  ce  nombre  pourra 
.'•h  .•  moindre  que  2p. 

Ceci  posé,  supposons  que  L'équation  E  admette  une  intégrale  ra- 
tionnelle E0,  et  discutons  L'intégrale  de  différentielle  totale  correspon- 
dante 

._       i'Vr/.r  +  Qdy 

~J     vTT^T) 

qui  si-  trouve  alors  déterminée.  On  -ait,  par  l<i>  éléments,  que  cette 
intégrale  peut  se  mettre  sous  la  forme 


X.   v7(w)      J},  yfJ 


y)dy 
(«0,7) 


/-o  <>l  y«  étant  arbitraires.  Désignons  d'une  manière  générale  par  h  le*, 
valeurs  de  r,  en  nombre  déterminé,  pour  Lesquels  L'équation  <mi  ./• 

f(x,  y)      «» 

a  deux  ou  plusieurs  racines  égales. 

Les  deux  systèmes  de  valeurs  finies  de  <  <\  y  )  pour  Lesquelles  l'inté- 
grale I ,  loi  ici  ion  des  deux  variables  x  et  y,  puisse  devenir  infinie  sont 
ceux  dans  lesquels  la  valeur  de  y  est  égale  à  une  quantité  b.  (  lonsidé- 
rons  donc  un  tel  système  de  valeurs 

y      l>,         a?  =  a, 

b  n'étant  pas  égale  à  une  racine  multiple  de  l'équation 

f(x,b)  =  o. 
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En  mettant  en  évidence  la  puissance  de  (y  —  b)  figurant  au  déno- 
minateur des  coefficients  de  P  et  Q,  nous  écrirons  l'intégrale  sous  la 
forme 


_J rvx(*,y)dx        rj_ 


^'-b^JXo    V7(^7)       JXû  (/-^^ôô 

Or  la  première  expression  ne  présente  aucune  difficulté,  aucun  loga- 
rithme ne  pouvant  s'introduire,  car  l'intégrale 


f. 


P,(j?,  r)  d.r 


présentera,  dans  le  voisinage  de  x  =  a,  y  =  (3,  le  caractère  d'une 
fonction  algébrique,  puisque  a  n'est  pas  racine  ou  est  seulement  racine 
simple  de  l'équation  f(x,  b)  =  o. 

Considérons  maintenant  la  seconde  intégrale,  qui  ne  dépend  que 
de^';  le  point  y  =  b  pourrait  être  un  point  critique  logarithmique; 
la  période  polaire  correspondante  se  calculera  aisément,  et  l'on  remar- 
quera qu'elle  ne  dépend  pas  de  la  valeur  de  x0J  car  les  périodes  de  la 
seconde  intégrale  sont,  comme  nous  l'avons  déjà  utilisé  plus  d'une  fois, 
indépendantes  de  la  valeur  de  x.  On  devra  écrire  que  cette  période 
polaire  est  nulle,  et  nous  obtiendrons  ainsi  de  nouvelles  conditions  qui 
devront  nécessairement  être  remplies  pour  que  l'intégrale  soit  de 
seconde  espèce. 

Les  conditions  précédentes  étant  remplies,  l'intégrale 


/ 


Pdx-Ï-Qdy 

sjf^y) 


aura  certainement  les  caractères  d'une  fonction  algébrique  des  deux 
variables  indépendantes  x  et  y,  dans  le  voisinage  de  tout  système  de 
valeurs  finies  de  x  et  y,  sauf  aux  points  (x  =  a,  y  =  b),  que  nous 
n'avons  pas  encore  étudiés,  où  a  désigne  une  racine  multiple  de  l'é- 
quation 

f(x,  b)  =  o, 

points  qui  sont  nécessairement  en  nombre  limité.  Mais  ces  systèmes  de 
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points  en  nombre  Limité  ne  donneront  naissance  à  aucune  difficulté. 
<  )n  voit,  ''ii  effet,  que  l'intégrale  prise  l<-  long  d'un  cycle  fermé  infini- 
mcnl  petil  tracé  dans  le  voisinage  de  ce  poinl  esl  nulle,  car  on  peul 
toujours,  par  le  cycle  fermé,  qui  esl  à  une  dimension,  faire  passer  un 
«on  lin  h  u  m  à  deux  dimensions,  ne  contenant  pas  l«-  point  ./•  =  n,  y  =  h. 
Il  n's  aura  alors  sur  ce  continuum,  à  l'intérieur  <ln  cycle,  aucun  poinl 
singulier  logarithmique  de  L'intégrale,  donc  elle  sera  nulle. 

iinsi,  en  résumé^  nous  savons  reconnaître  si  la  sur  face 

«■■=/<*,  r) 

admet  des  intégrales  de  différentielles  totales  de  seconde  espèce }  et 
trouver  les  intégrales  à  l'aide  desquelles  on  /x'iii  linéairement 
former  toutes  les  autres,  à  une  fonction  algébrique  près. 

\).  Il  nous  faut  maintenant  examiner  le  cas  général  d'une  surface 
donnée  par  nue  équation 

/(x,y,M)  =  o. 

Vous  avons  eu  besoin,  dans  Les  paragraphes  précédents,  de  nous 
servir  des  2/>  intégrales  de  seconde  espèce  auxquelles  on  peul  ramener 
toutes  les  autres.  I  m  ne  l'ail  pas  généralement  de  pareilles  réductions 
pour  les  intégrales  abéliennes  attachées  à  une  courbe  dont  l'équation 
n  a  pas  la  forme  liyperclliptiquc.  Il  esl  dont-  indispensable  d'ouvrir  i«'i 
une  parenthèse  pour  combler  cette  lacune. 

I  lonsidérons  la  courbe  algébrique  d'ordre  m 

/<cr>       ... 

pour  laquelle  nous  supposons,  comme  on  le  fait  habituellement  dans 
la  théorie  des  intégrales  abéliennes,  que  les  m  directions  asymptotiques 
sont  distinctes  el  différentes  del'axedes  y.  <>n  sait  que  les  intégrales 
iinélienncs  attachées  à  cette  courbe  se  ramènent  aux  deux  types 

,r,  /■'■■■  ■•■■'■.   rs  ■■■  ■''. 

J  >■  J  »/j 
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P   et  Q  étant  des  polynômes.  Nous  allons  d'abord  supposer  que  la 
courbe  proposée  n'a  pas  de  points  doubles. 
Considérons  d'abord  la  seconde  intégrale 


K }  J  (*-«)v;J 


la  réduction  de  cette  intégrale  se  fera  immédiatement,  si  Ton  suppose 
que  la  droite  x  =  a  n'est  pas  tangente  à  la  courbe.  Je  dis  en  effet  qu'on 
peut  alors  retrancher  de  l'intégrale  une  expression  de  la  forme 

A(.r,  y) 

où  h(x,y)  est  un  polynôme  convenablement  choisi  en  x  et  y,  de  telle 
sorte  que  cette  différence  soit  une  intégrale  de  même  forme,  mais  où  a 
sera  remplacé  par  a  —  i  ;  en  effet,  il  suffit  évidemment  pour  cela  que 

puisse  se  mettre  sous  la  forme 

(x-a)V{(x,y). 

Or  nous  n'avons  qu'à  choisir  \(x,y)  de  telle  sorte  que,  aux  mêmes 
points  de  rencontre 

(a,  bt),     (a,b2),     ...,     (a,  bm) 

de  x  =  a  avec  la  courbe,  le  polynôme  (2)  s'annule;  comme  tous  les 
points  de  rencontre  sont  simples,  ce  polynôme  sera  nécessairemenl  de 

la  forme 

(x-a)l\(x,y)  +  f(x,y  )V,(x,y); 

on  pourra  prendre  simplement  pour  X  un  polynôme  en  r,  ^(y),  de 
degré  égal  à  m  —  t;  les  conditions  précédentes  donneront  ses  valeurs 
pour  y  =  b„  b2,  ...,  bm. 

L'intégrale  (1)  se  trouve  donc  ramenée  à  une  autre  de  même  forme, 
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mais  où  g  ost  remplacé  par  a  —  i;  en  continuant  de  proche  en  proche, 
on  arrivera  à 

'Q(.r,y)ct.r 
(x  —  a)fy 


/: 


si  l'intégrale  considérée  est  d<"  seconde  espèce;  il  en  sera  de  même  de 
cette  dernière;  par  suite  Qt  a  •.  r  l  det  i  a  s'annuler  aux  m  points  de  ren- 
contre de  x  =  a  avec  la  courbe  el  l'on  aura,  par  Buite, 

x  —  a  >    »•  /' 

l'intégrale  aura  donc  la  forme 


/ 


P(~r,  r)<l* 
fy 


Pi  ./•.  r  )  étant  un  polj  aôme. 

[1  nous  faut  maintenant  reprendre  l'intégrale  (i)  en  supposant  que 
./•  =  a  soil  tangente  à  la  courbe  f.  Soit  <  y  =  b,  x  =  a)  le  point  M  de 
contact,  <i  la  droite  rencontrera  la  courbeen  (iw  2)  autres  points 
Mn  Ma,  . . .,  M,„.  o,  que  nous  pouvons  supposer  distincts.  Considérons 
l'expression 


(J!  —  a) 


1  ' 


on  peut  faire  passer  la  courbe  X( a?, y)     o  par  chacun  des  pointa  M,, 

M, M,„  ,.  Soit  (a,  bt  )  le  point  M, . 

Le  développement  de  l'intégrale  commence  par  !<•  terme 

1  Q(at6,)     . 


«-1  (*—a)«  w 
on  peut  choisir  X  de  manière  qu'il  «mi  soit  de  même  pour  l'expression 

l(.r,v) 

il  suffira  que 

dX   <)f  df  1     n        , 

da  ,>/*,        dbt  ,)•>         ~  «~*<\a'  "<  '■ 
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supposons  remplie  une  condition  analogue  pour  les  points 
Passons  au  point  (a,  b);  on  a  dans  le  voisinage  de  x  =  a 

développement  procédant  suivant  les  puissances  de  (x  —  a)2.  Le  pre- 
mier  terme    du    développement  de   l'intégrale  (i)  sera : ,» 


{x  —  a)      2 
A  étant  un  coefficient  facile  à  calculer. 

Supposons  encore  que  \{x,y)  s'annule  pour  x  =  a,  y  =  b,  le  pre- 
mier terme  du  développement  de  l*  sera 

d\ 


{.v  —  a) 


Posons  [i.  —  =  A  ;  nous  venons  d'imposer  un  certain  nombre  de  con- 
ditions au  polynôme  ~k(x,y),  on  pourra  évidemment  les  remplir.  Il 
suffirait  de  prendre  pour  cela  un  polynôme  en  y,  les  conditions  précé- 
dentes reviennent  à 

X(ft)  =  X(ftl)==.,.  =  X(ftM)  =  ol 

et  les  dérivées  V(6),  ~k'(bt  ),...,  ~k'(bm_2)  doivent  avoir  des  valeurs 

données;   on  suppose  que  —  nesoit  pas  nul  en  M,,  M2,  ...,M,„.,,  mais 

c'est  évidemment  une  hypothèse  permise. 

Supposons  donc  \(x,y)  satisfaisant  aux  conditions  précédentes,  et 
envisageons  la  différence 

fQ{xty)dx         \(x,y) 
J  (*-«)"/;•       (*-a)»' 
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Elle  sera  de  la  forme 

<  i     v,y)da 


f 


(x-a         , 


on  peut  1«'  démontrer  comme  il  suit  :  la  différence  considérée  -« -i i »  1  ►!« - 
se  pi  ésenter  bous  la  forme 

1  I        /  .    i      il  r 


f 


or,  dans  le  voisinage  de  a?  =  a,  y  -  •■  bti  !<■  développement  de  l'intégrale 

commence  par  un  terme  en — -..  ;  donc 

Q     v,  y) 
(a: -a)* 

a  une  valeur  finie  pour  x  —  a. y  —  6n  <•!   de  même  en  |  a,  l>.  > 

<  a,  />„,-•)•  Pareillement,  en  (a,  6  i,  le  développement  de  l'intégrale  com- 
mencera par  un  terme  <mi -•,  il  faul  donc  encore  que 

a)*   ï 

.iii  mu'  valeur  Bnie  au  poinl  x  =  a,  y  =  6.  <  )n  en  conclut  <|n<-  ce  i|m>- 

i  ii m  ii  peut  être  considéré  comme  un  polynôme  en  x  el  y.  En  effet,  dans 

le  voisinage  de  toute  valeur  finie  x      ./•„.  r      \  „  |  répondant  à  un 

point  de  la  courbe),  on  peut   mettre  l'expression  précédente  sous  la 

forme  d'une  série    procédant   suivant   les    puissances    croissantes   de 

'       '„  et  r      \  „.  Nous  n'avons  à    faire  la  vérification   que  |»i>iir  l<- 

couple  x      <i.  y      l>\  or,  en  remplaçant  y  par  ><>n  développement  sui- 

i 
vanl  les  puissances  croissantes  de  (x      a  |,  on  aura 

Mais,  d'autre  part,  on  pourra  remplacer  i  x      a  >   par  une  série  or- 
donnée  Buivanl  les  puissances  croissantes  et  entières  dey      b.On 


INTÉGRALES    DE    DIFFÉRENTIELLES    TOTALES    DE    SECONDE    ESPÈCE.       3j3 

voit  donc  que  l'expression  considérée  pourra  toujours  se  mettre  sous 
la  forme  d'une  série  procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de 
x  —  x0  et  y  —  y0  ;  ce  quotient  est  donc  un  polynôme  en  x  et  y  (théo- 
rème dû  à  M.  Nœther);  nous  nous  en  servons  sous  la  forme  que  lui  a 
donnée  M.  Halphen  à  la  page  22  de  son  grand  Mémoire  Sur  les  courbes 
gauches  algébriques  (Journal  de  l'École  Polytechnique;  1882). 
On  voit  donc  que  l'on  a 

fQ(x,y)dx         ï(x,y)  ^M^r)^  . 

J  {x-aYf'y        (jc-a)*-*-  J  (<r  _«)»-«/;' 

en  continuant  de  proche  en  proche,  nous  arrivons  à 


/ 


Q(x,  y)dx 
(x—a)fy 


Il  est  manifeste  que  les  raisonnements  précédents  ne  s'appliqueront 
pas,  du  moins  sous  la  même  forme,  à  a  =  1.  Si,  comme  nous  avons  à 
le  supposer  ici,  l'intégrale  considérée  est  de  seconde  espèce,  il  faudra 
que  Q(r,  y)  s'annule  pour  x  =  a, y  =  bn  b},  . . .,  />,n_2.  Retranchons 
encore  de  cette  intégrale  une  expression 

(x  —  a) 

~k(x,y)    s'annulant  pour  x  =  a,  y  =  />,,  b2,  ...,bm_2.    On    a    aussi 
X(«,  b)  =  o,  et  de  plus  le  coefficient  du  premier  terme 

dl 


{x-af 


de  cette  expression  est  égal  au  coefficient  correspondant  dans  l'inté- 
grale. 11  s'ensuit  que  la  différence 


/ 


Q(x,j)dx  _  l(x,r) 
(x  —  a)  j"y  x  —  a 

sera  de  la  forme 

P(x,y)dx 


f 


J'y 

Jount.  de  Math.  (4e  série),  tome  II.  —  Fasc.  IV,  1886.  l'> 
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Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion,  que  par  une  soustraction 
convenable  d!une  fonction  rationnelle  de  x  et  y,  on  peu!  ramener  le 
second  type  d'intégrales  (T)  au  premier,  et  dans  Les  calculs  à  effec- 
tuer,  pour  faire  cette  réduction,  ions  Les  coefficients  dearetyn'en- 
trenl  que  rationnellement. 

10.   Il  nous  reste  donc  à  considérer 

P  x,  »  )dx 


f- 


A 


W  r,  y\  étanl  un  polynôme.  Soit  pie  degré  de  ce  polynôme,  el  sup- 
posons d'abord 

p  t  2  m  —  \  ; 

on  peul  retrancher  de  l'intégrale  un  polynôme 

Al. CD 

de  degré  />  —  ///  +  2,  tel  que  Les  ///  déterminations  de  L'intégrale  dans 
Le  voisinage  de  x  =  00,  ci  les  ///  déterminations  <!«■  \{  c  y  1  dans  Le  voi- 
sinage de  ce  même  point,  commencent  par  Le  même  ten \n  xp  /""v2; 

ceci  est  évidemment  possible:  il  suffira  de  prendre  pour  /.</•.  \  )  un 
polynôme  homogène  où  figureront  un  nombre  />  —  in  -+-  3  de  coeffi- 
cients arbitraires,  el  avant 

/>  —  m  -+-  >    m  : 

on  pourra  le  déterminer  de  manière  à  satisfaire  aux  m  conditions 
prescrites.  Si  l'on  considère  alors  la  différence 

fi  ;  "    >.,,,,■,. 

on  voit  qu'elle  sera  de  la  forme 


/ 


P 
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où  Pt(x,y)   est  seulement  de  degré  p  —  i;  en  continuant  ainsi  de 
proche  en  proche,  nous  arrivons  à  l'intégrale 


/ 


P(x,  v)dx 


où  P(j7,y)  est  de  degré  im  —  4-  Comptons  les  coefficients  réelle- 
ment arbitraires  restant  dans  cette  intégrale,  en  ne  considérant  pas 
comme  distinctes  les  deux  intégrales  dont  la  différence  serait  un  poly- 
nôme en  x  et  y.  Dans  P(x,y)  figurent 

(2m  —  3  )  (  2  m  —  2  ) 
2 

coefficients,  mais  nous  pouvons  retrancher  de  l'intégrale 

où  A  est  un  polynôme  arbitraire  de  degré  m  —  i  qui  peut  s'écrire 


dx  dv       à  y  dx 

J'y 


dx, 


et  qui  contient  alors   au  numérateur  — — —  i  paramètres   arbi- 
traires. Le  numérateur  de  l'intégrale  ne  renfermera  plus  alors  que 

(2/71  —  3)  (2 m  —  2)         V (m — i)m  "1 

2  [       ~  ll 

paramètres,  et  l'on  peut  encore  réduire  ce  nombre,  car  le  numérateur 
ne  changera  pas  si  l'on  en  retranche  le  produit 

A.(^>r)/(x>r)> 

où  X,  est  un  polynôme  de  degré  m  —  4?  ce  qui  diminue  encore   le 
nombre  précédemment  trouvé  de 

(  m  —  3  )  (  m  —  2  ) 


356  i  .   picaju). 

En  définitive,  le  nombre  des  paramètres  réellement  arbitraires  sera 

(ain-3)(a/M— a)  _  m(;;i-i)        |  _  (m  — 3)(m  — a)  =  ^  _  ^m  +  ( 

2  a  2 

Si.  d'autre  part,  nous  voulons  que  l'intégrale  soit  de  seconde  espèce, 
noua  aurons  à  écrire  que  le  point  *=  n'est  pas  un  point  critique  lo- 
garithmique, ce  qui  donne  (m  —  i  |  conditions.  Il  non-  reste  donc  en 
résumé,  dans  l'intégrale  de  seconde  espèce,  un  nombre  de  coefficients 
réellement  arbitraire  qui  est  égal  à 


m 


2  —  'i m  ■+- 1  —  (m  —  i)     ou     (  m  —  i  x  m  —  2), 


et  nous  retombons  précisément  sur  le  nombre  2/?  (n  étant  le  genre), 

puisque  ici 

(iw  —  1  )  f  m 

p= —    -; 

ainsi,  <'n  retranchant  de  l'intégrale  <l»'  seconde  espèce  considérée  une 
fonction  rati îlledea?  et  y,  fonction  dont  les  coefficients  sont  eux- 
mêmes  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients  figurant  dans 
l'intégrale,  on  peut  exprimer  l'intégrale  par  une  combinaison  linéaire 
de  y/>  intégrales  particulières  de  seconde  espèce. 

1 1 .   Nous  avons  Bupposé  dans  ce  qui  précède  que  la  courbe 

f(x,y)  =  o 

n'avait  |>;is  <!<■  points  doubles;  supposons  maintenant  que  la  courbe  ail 

un  cci-tain  nombre  <!<•  points  doubles.  Nous  aurons  à  discuter  l'inté- 
grale 

Q(x,y)da 

(x-ay 


./• 


la  droite  x  a.  passant  par  un  point  double  <l«'  la  courbe  proposée, 
dont  les  coordonnées  sont  a  cl  b.  Deux  brandies  distinctes  de  courbes 
[lassent  .m  point  <  a,  l>  j,  et,  pour  chacune  de  ces  branches,  le  dévelop- 
pement   de   l'intégrale  commence  par   un    terme  en  •  Nous 

1  ' 
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allons  retrancher  de  l'intégrale  une  expression  de  la  forme 


\(x,y)  s'annulant  pour  x  =  a,  y  =  b.  Soient 

y  =  b  -h  [/.  (x  —  a)  + . . . , 
y  =  b  h-  [Lf  (a?  —  a)  -t-. . . , 

les  développements  relatifs  aux  deux  branches  de  la  courbe  passant 
par  le  point  double. 

Les  coefficients  de  — — — —  dans  le  développement  de  l'expression  (1  ) 

seront 

ôl  dl  dl  ,  d\ 

ùa        *    do  oa        {     <)b 

D'autre  part,  dans  Le  développement  de  l'intégrale,  ces  coefficients 
auront  certaines  valeurs  A  et  B;  nous  pouvons  choisir  7,(x, y)  de  telle 
sorte  que 

as  +  H- 55=  A,       ~-t-p.-  =  B. 

Considérons  encore  les  coefficients  de — — r  dans  le  développe- 
ra? —  «)*-'  l l 

ment  de  l'expression  (1)  et  dans  le  développement  de  l'intégrale;  en 

écrivant  qu'ils  sont  égaux,  nous  aurons  deux  relations  entre 

an     _ân_     dn 

da?'      dadb*      ôb1' 

Soient  maintenant  («,  &,),  (a,  b.>),  . . .,  (a,  &w_2)  les  (m  —  2)  autres 
points  simples  de  rencontre  de  la  droite  x  —  a  avec  la  courbe.  Choi- 
sissons le  polynôme  X  de  telle  sorte  qu'en  chacun  des  points  X (a?,  y) 

s'annule,  que  le  coefficient  du  terme  en dans  (Y)  soil  nul.  el 

enfin  que  le  coefficient  du  terme  en  : ^—7  soit  égal  au  coefficient 

du  même  terme  dans  le  développement  de  l'intégrale.  On  peut  é\  i- 
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demmenl  satisfaire  .'i  toutes  ces  conditions;  il  arrive  alors  que,  pour  la 
différence 

'Q     ,     >    dx  l(x.  - 


fl 


(x-a 

les  deux  développementa  dans  le  voisinage  de  x  =  <7,  v  =  A  commen- 

cenl  par  un  terme  <'ii  —     — — .>  et  dans  le  voisinage  de  x=  a.  y  =  />., 

1  (  v  —  a)2   -  °  •' 

le  développement  commence  également  par  un  terme  <lu  même  degré. 
<  >r  cette  différence  sera  de  la  forme 


/ 


Q,  (x,  y)d.r 
{x-a)«+*/;s 


d'après  ce  qui  précède,  le  quotient 

Q,  (*■,,>) 

{x  —  a)3 

aura  une  valeur  finie  pour  &      a,  y  —  &f(«  =1,2 ///      2  )  cl  pour 

./•  =  a,  >-  =  A,  sur  l'une  et  l'autre  branche, 

Q,(*-,,r) 

(x  — a)4 

aura  nue  valeur  finie.  Je  dis  qu'alors  ,  ,  peut  Be  mettre  sous  la 

1  a)* J 

forme  d'un  polynôme  en  a:  et  y\  on  pourra,  en  effet,  déterminer  les 
coefficients  A,  A',  ...  de  manière  à  écrire 

:  A,,-      a)  !-  A  «  v       A. 
+  A"(ï-«r  •    A'"(x--a)(y-  &)+ A1*^  —  &)*+..., 

pour  l'une  <-i  l'autre  branche  passant  |>ar  le  point  |  '/.  b  »:  le  quotient 

précédent  a  doue  le  caractère  d'une  fonction  entière  au  point  x  =  a, 

/=  &  (voir  Halphen,  loc.  cit.  ).  Il  <mi  est  évidemment  de  même  pour 

-a, y      />,  )  <-i  par  suite,  d'après  le  théorème  déjà  invoqué  de 

M .  Nœther,  <>u  aura 

V,"'>  !      O   1   r    y) 
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La  différence  considérée  est  donc  de  la  forme 


/; 


Q2(x,y)dx  t 

(^-«)ai/;' 


elle  a  donc  la  même  forme,  mais  a  est  remplacé  par  a  —  i.  En  conti- 
nuant ainsi  de  proche  en  proche  et  en  supposant  que  l'intégrale  est 
de  seconde  espèce,  on  arrive  à  l'intégrale 


/ 


Q{x,  y)dx 

'  7T~' 


après  avoir  retranché  une  fonction  rationnelle  de  x  cl  y.  La  réduction 
de  cette  intégrale  se  fera  absolument  comme  dans  le  premier  cas,  en 
tenant  compte  seulement  de  plus  que  Q(a7,y)=  o  passe  par  les  points 
doubles  de  f.  Le  nombre  des  paramètres  réellement  arbitraires  sera 

donc 

(m  —  i)(m  —  2)  —  ici     ou  bien     -ip. 

Nous  arrivons  donc  à  la  même  conclusion  que  l'on  peut  ainsi  for- 
muler :  soit 

R(.r,j')<:/x- 


/' 


une  intégrale  quelconque  de  seconde  espèce;  on  pourra  exprimer 
celle  intégrale  par  une  fonction  rationnelle  F  de  x  et  y,  et  pai'  une 
somme  de  ip  intégrales  particulières  de  seconde  espèce  de  la  forme 

J  J  y 

1  =  1 

où  Q  est  un  polynôme  d'ordre  im  —  l\.  De  plus,  et  c'est  là  le  point 
essentiel,  les  coefficients  de  F  et  les  coefficients  A,  s'exprimeront 
rationnellement  à  l'aide  des  coefficients  qui  figurent  dans  H. 

12.  Après  cette  digression   indispensable  sur  les   intégrales  abc- 

liennes,  revenons  à  l'intégrale  de  seconde  espèce 


fVdx-hQdy, 
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T  ei  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  r,  r.  z.  el  l'on  a 

envisageons  d'abord  l'intégrale  abélienne 

fv,U 

attachée  à  la  relation  (\  )  entre  3  et  ./•.  où  \'  est  considéré  comme  un 
paramètre.  D'après  ce  qui  précède,  nous  pouvons  trouver  2»  inté- 
grales particulières  de  seconde  espèce 

Qx{x,y)(i.r  fQii-r,  v,  z)dx  ,^  K,,{.i\  y,  z)  d.r 


où  Q,,QS)  ---i  Qi^,  sont  <lcs  polynômes  en  a?,  v,  z  de  degré  2m  -  i, 
en  désignant  par  m  le  degré  de  l'équation  (  1  >,  el  par  j>  1<'  genre  de 
cette  relation  algébrique  entre  x  el  ;:  «-i  l'on  pourra  écrire 

/    P<&       -",     /     •   f.  +^J     ^+...+  S,^.+   /.(,<r,;1. 

a,,  a„  . . .,  oa/> étant  des  fonctions  rationnelles  de  \\  <'t  X  une  fonction 

ratio ille  de  x,  y  e\  z\  ceci  esl  une  conséquence  immédiate  de  la 

méthode  de  réduction  exposée  dans  les  paragraphes  précédents. 

Ceci  posé,  retranchons  de  /  Pdx-hQdy\&  fonction  rationnelle 

X(a?,y,*); 
nous  aurons  la  différentielle  totale 

fïidx  +  Sdy\ 

el  I  on  aura 

comme  nous  I  avons  <l<'jà  dil  plusieurs  fois,  les  périodes  de  l'intégrale 


INTÉGRALES    DE    DIFFÉRENTIELLES    TOTALES    DE    SECONDE    ESPÈCE.        30 1 

abélienne 


/  Rdx, 


où  y  est  considéré  comme  un  paramètre,  ne  doivent  pas  dépendre  de 
ce  paramètre.  Nous  avons  donc  d'abord  à  rechercher  si  l'on  peut  dé- 
terminer des  fonctions  rationnelles 

a{  ,     a2,      •  •  •  5     ^*2/> 

dey,  de  telle  sorte  que  les  périodes  de  la  somme  (2)  ne  dépendent  pas 
de  y\  les  polynômes  Q  sont  à  considérer  comme  connus  et  parfaite- 
ment déterminés. 

On  peut  toujours  déterminer  des  fonctions  aK,a2,  ...,a2p  de  y, 
telles  que  l'expression  (2)  ait  ses  périodes  indépendantes  de  y.  Pour 
une  valeur  arbitraire  donnée  à  y,  considérons  2.p  cycles  donnant  les  ip 

périodes 

P    •      P  P 


de  l'intégrale  de  seconde  espèce 


/ 


Qidx  ,  .  . 

jr-  (l  =  l,1,...,-±p). 


Si  l'on  veut  que  les  périodes  de  l'expression  (2)  soient  des  constantes 
a,,  a2,  . . .,  v.2p,  on  devra  déterminer  les  a  de  telle  sorte  que 

a,P(>1 -f-a2P,,2  ~j-...-f-  a2pJ?1t2p   =an 

a(P2))  4-  «2^2,2     -+"•  •  •  +  a-ïpV-l.2p    =a2J 


«.Pu/.,  1  +  a-i^îp,*  -K  •  .4-  a2pl\2p<2p  =  y..2p; 

le  déterminant  de  ces  équations  du  premier  degré  en  a,,  a2,  . . . ,  <z2p 
n'est  pas  nul,  car  les  périodes  P  sont  les  périodes  de  ip  intégrales  dis- 
tinctes de  seconde  espèce  (c'est-à-dire  des  intégrales  dont  aucune  com- 
binaison linéaire  n'est  une  fonction  algébrique).  On  peut  donc  tirer  de  là 

«.  =  a,Q,i(   -+-a2Q2l   -h...-hy.2pQ2p ,,, 
flj  =  a,Q,i2   -ha2Q22  +...+  avQ,Af, 


a 


2P=  a.  Q.,2/)-f-  a2Q2f2/>-+--  •  •+  *-2Pthn.-2p- 


Joum.  de  Math.  (4°  série),  tome  IL  —  Fasc.  IV,  1886.  '17 
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I    -  P  el  par  suite  les  Q  sonl  des  fonctions  de  v   qui  pourront  évidem- 
ment s'exprimer  au  moyen  d'intégrales  définies. 

La  question  qui  se  pose  maintenant  est  donc  la  suivante  :  peut-on 
déterminer  les  constantes  k,,  k, y.,p  de  telle  sorte  que  les  fom 

lions  de  y 

définies  par  1rs  égalités précédentes ,  soient  des  fonctions  rationnelles 
deyl 

13.   Il  serait  impossible  de  répondre  à  la  question  précédente,  en 

partant  des  expressions  données  pour  an  at atp\  mais  nous  allons 

montrer  qu'on  peut  ramener  la  question  posée  à  la  recherche  des  inté- 
grales rationnelles  (rime  équation  différentielle  linéaire. 

Considérons  d'abord,  à  cet  effet,  une  quelconque  des  intégrales  de 
seconde  espi 

...  da 


f 


' 


el  ses  ■' />  périodes 


r       i»  p 

1    i  ,11        c  S,i •   tp,i> 


<  le  Bont  des  fonctions  du  paramètre  \  ,  el  elles  ont  été  étudiées  à  i 
point  de  vue  par  M.  Puchs  dans  un  Mémoire  qui  est  la  suite  de  celui 
que  nous  avons  cité  plus  haut  (Journal  de  Crelle,  t.  7.1.  p.  ->  •  i 
\1.  Fuchs  établit  entre  autres  résultats,  dans  ce  beau  travail,  < j 1 1< -  ces 
périodes  satisfont  à  une  équation  différentielle  linéaire  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  polynômes  en  y\  cette  équation  sera,  en  général, 
d'ordre  2jo,  mais  elle  pourra  être  d'ordre  moindre. 

Vous  ferons  d'abord  la  remarque  évidente  que  les  différentes  équa- 
tions linéaires  qu'on  obtient  en  faisant  successivement  i  =  i .  • ip 

ont  même  groupe  (  >,  el  toutes  les  substitutions  de  ce  groupe  effectuées 
-m 

-"'i'  à  coefficients  entiers  <-i  à  déterminant  i.  On  en  conclura  de  Buite 
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que  le  déterminant 

P  P  P 


P..., 


P, 


P..M 


2/>,2 


S/J.'J/J 


des  équations  du  premier  degré  donnant  an  a2,  ...,  a.2p  est  une  fonc- 
tion rationnelle  de  y,  puisque  toute  substitution  du  groupe  commun 
des  équations  linéaires  laisse  invariable  ce  déterminant 
Ceci  posé,  considérons  les  expressions 


Qi.n 


Q..M 


Q.*„ 


qui  figurent  dans  an  qui  sont  les  mineurs  du  premier  ordre  du  déter- 
minant précédent,  correspondant  à  la  suppression  delà  première  ligne 
horizontale.  A  chaque  substitution  du  groupe  G  correspond  évidem- 
ment une  substitution  linéaire  effectuée  sur  les  expressions  Q,  et  celles-ci 
satisfont  à  une  équation  linéaire  d'ordre  au  plus  égal  à  2p,  et  dont  les 
coefficients  sont  des  polynômes  en  x.  On  pourra  former  cette  équation 
linéaire,  que  je  désignerai  par  E,  et  sa  considération  va  nous  donner 
immédiatement  la  solution  du  problème  proposé. 

Nous  avons  en  effet  à  rechercher  si  Ton  peut  déterminer  les  con- 
stantes a,  de  telle  sorte  que 

a,Qltl  H-a2Q2,,  -f-...-f-a2pQ2/>)l 

soit  une  fonction  rationnelle  de  y.  Or  ceci  revient  à  rechercher  si  l'équa- 
tion différentielle  linéaire  E,  à  coefficients  rationnels  et  à  intégrales 
régulières,  peut  être  vérifiée  par  une  fonction  rationnelle  de  la  variable  y. 
La  solution  de  ce  dernier  problème  est  bien  connue,  et  l'on  voit  qu'on 
peut  décider  si  les  constantes  peuvent  être  choisies  de  telle  sorte  que  a  { 
soit  une  fonction  rationnelle  de  y.  Les  constantes  a  étant  choisies, 
s'il  est  possible,  de  telle  sorte  que  a{  soit  une  fonction  rationnelle  de  )  . 
il  en  résultera  pour 

Mo,  Cl;\  -,  •    •    •   ,  ^2P 


des  expressions  qui  seront  fonctions  rationnelles  do  y.  En  effet,  prenons, 


i  .    PICARD. 

par  exemple,  l'expression  de  aa 

.•||«>  satisfera  à  une  équation  linéaire  qui  aura  même  groupe  que  celle 
a  Laquelle  Batisfail  a,  ;  (loue  à  une  intégrale  rationnelle  de  la  première 

correspond  une  intégrale  ratio Ile  de  la  seconde. 

La  question  posée  à  la  fin  du  paragraphe  précédent  peul  donc  être 
complètement  résolue  à  l'aide  de  l'équation  E,  et  nous  pouvons  suppose] 
que  nous  ayons  un  certain  nombre  de  systèmes  Linéairem  mt  indépen- 
dants de 

an     ", fl»p, 

Fonctions  rationnelles  de  y  5  chacun  d'eux  nous  fournira  une  intégrale 


/ 


ctiQi      atQ    h... -H  c-  Q 


n 

dont  les  périodes  ne  dépendront  pas  de  y 


>l  r. 


I  ï.   Il  faut  maintenant  rechercher  si  nous  pourrons  former  des  inté 
grales  de  différentielle  totale,  correspondant  aux  intégrales  que  nous 
venons  de  trouver.  Il  «ai  est  effectivement  ainsi,  comme  nous  allons  le 
faire  \<>ir.  I  désignons  par 

/II.  ./■.  v.  3  )dx 

une  intégrale,  comme  <>n  vient  <1  Vu  trouver  une  au  paragraphe  pn 
dent,  dont  les  périodes  ne  dépendent  pas  de  y.  Peut-on  trouver  une  frac- 
tion rationnelle  Si  a?,  \  .  r  1,  telle  que 

Ui.r.v.  z)dx  ■   S(x,/,3  )dy 
'  une  différentielle  totale  d'une  fonction  de  x  <•!  \  '.'  Il  faut  que 

Or  dj 

en  désignant,  l  >  i«  •  m  en  tendu,  par     ■  la  dérivée  partit 'lie,  |>ar  rapport  à  )  . 
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de  R  considérée  comme  fonction  de  x  et  y  seulement,  et  non  la  dériver 
partielle,  par  rapport  ky,  de  R(a?,  y,  z).  On  aura  alors 

s  =  f  dvdy=Tv  f  R(*»r> -)<**• 

L'intégration  précédente  est  faite,  par  rapport  à  x,  en  donnant  à  y  une 
valeur  constante,  d'ailleurs  arbitraire,  et  x0  est  une  constante  fixe.  Or 
l'équation 

donnera,  pour  s,  m  valeurs  zt,z21  ...,  z,a.  L'intégrale  ne  se  trouvera 
définie,  à  des  multiples  près  des  périodes,  que  si  l'on  se  donne  la  valeur 
initiale  et  la  valeur  finale  de  z.  Pour  éviter  toute  ambiguïté,  considérons 
la  somme 

/      R(x,y,  z)  dx  -h  f      R(x, y,  z)  dx  -f-. .  .-f-   /      R(#, y,  z)  dx, 

y  ayant  une  valeur  constante,  d'ailleurs  arbitraire.  En  un  point  arbi- 
traire (x,  y,  z)  de  la  surface 

cette  somme  a  une  valeur  déterminée,  à  un  multiple  près  des  périodes, 
et  par  conséquent 


[j  —  m      - 


aura  une  valeur  unique  en  chaque  point  x,  y,  z,  puisque  les  périodes 
des  intégrales  ne  dépendent  pas  dey.  Par  suite,  celle  expression  sera 
une  fonction  rationnelle  de  x,y  et  z,  car  les  points  singuliers  de  celle 
fonction  de  x  et  dey  ne  peuvent  être  des  points  singuliers  essentiels. 
Nous  prenons  maintenant  la  fraction  rationnelle  S(x,y,  z), 

S  (a?,  y,  s)  =  ±  ~\  2  jf  _  R(x-,  y,  s  )  dx    : 
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sa  dérivée  partielle  par  rapport  îix  sera 

à 


■    [mRi  / .  y,  z  I 


sera,  par  conséquent,  la  dérivée  partielle  par  rapport  ky  de  la  fonc- 
tion lî.  Non»  aurons  donc  une  intégrale  de  différentielle  totale 


-■ 


fR(x,yiz)dx  -  Si  v,y,z)dy, 

li  ri  S  étanl  des  fonctions  rationnelles  de  x,y  <'t  r. 

Nous  avons  donc  trouvé  toutes  les  intégrales  de  différentielles 
n, iules  attachées  à  lu  surface 

f(x,y,z)  =  o, 

qui  peuvent  être  des  intégrales  de  seconde  espèce. 

I  -  Intégrales  ne  se  réduiront  certainement  pas  à  <]'■*  fonctions 
rationnelles  de  ./■.  >\  z.  Cela  résulte  immédiatement  de  la  manière  même 
don!  tllcs  ont  été  formées;  car,  laissant  y  constant,  on  a  l'intégrale 

fR(x,y,z)dxi 

donl  toutes  les  périodes  ne  Boni  pas  aulles. 

Mais  il  pourrai  i  arriver  que  les  intégrales  qui  viennent  d'être  trouvées 
ne  fussent  pas  de  seconde  espèce,  c  est-à-dire  <|u«'  lr^  périodes  le  long 
•  le  certains  cycles  infiniment  petits  ne  fussent  pas  nulles.  <  >n  aura  à 
faire  sur  chacune  de  ces  intégrales  une  discussion  analogue  à  celle  qui 
,i  été  faite  au  §  \  III.  L'étude  de  l'intégrale  ne  présentera  pas  de  diffi- 
cultés  dans  le  voisinage  de  tout  point  simple  ou  d'un  point  qui  soit  une 
singularité  ordinaire  pour  la  surface  <  voir  mon  Mémoire  Sur  les  inté 
grales  de  première  espèce,  i.  I.  i*  série  de  ce  journal),  et,  comme  je 
l'ai  rappelé  dans  l'Introduction,  l'étude  des  singularités  quelconques 
pourra  Be  faire  en  suivanl  la  voie  indiquée  par  M.  Nœther. 

Ainsi,  en  résumé,  après  des  calculs  qui  pourront  être  fort  longs,  mais 
qui  peuvent  être  régulièrement  effectués,  nous  pourrons  décider  si 
une  sur/'<i<e  algébrique  donnée  possède  des  intégrales  de  seconde 
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espèce  et  trouver  toutes  les  intégrales  distinctes  de  seconde  espèce, 
c'est-à-dire  celles  pour  lesquelles  aucune  combinaison  linéaire  n'est  une 
fonction  rationnelle  de  x,  y  et  z. 


CHAPITRE  III. 

15.  Nous  allons  considérer  dans  ce  Chapitre  une  classe  de  surfaces 
admettant  des  intégrales  de  seconde  espèce,  et  cette  étude  nous  con- 
duira à  une  remarque  importante  relative  aux  fonctions  hyperfuch- 
sicnnes  et  aux  fonctions  hyperabéliennes,  dont  je  me  suis  occupé  dans 
diffèrcntsMcmoircs  (ActamathematicactJournaldc  Mathématiques). 

Nous  allons  raisonner  sur  les  fonctions  et  groupes  hyperfuchsiens  ; 
des  considérations  toutes  semblables  seraient  applicables  aux  fonctions 
et  groupes  hyperabéliens. 

Envisageons  un  groupe  hyperfuchsien  G  pour  lequel  nous  suppo- 
serons que  le  domaine  fondamental  n'a  aucun  point  commun  avec 
l'hypersphère  limite.  Nous  avons  précédemment  défini  ce  que  l'on  doil 
entendre  parla  connexion  de  troisième  espèce,  relative  à  ce  domaine 
fondamental  {Journal  de  Mathématiques,  4e  série,  t.  I,  p.  20).  Soil 
p3  ■+-  1  l'ordre  de  cette  connexion;  nous  aurons  alors p3  substitutions 
du  groupe 

—  i;  "2)  ••••)         ^fh1 

qui  correspondront  aux p3  coupures  à  trois  dimensions,  faites  dans  le 
polyèdre  fondamental.  Toutes  ces  substitutions  sont  évidemment  hyper- 
boliques, et  il  en  est  de  même  de  toutes  les  substitutions  du  groupe  g 
ayant  les  substitutions  précédentes  comme  substitutions  fondamentales  ; 
le  groupe  hyperfuchsien  g'  est  un  sous-groupe  contenu  dans  le  groupe 
initial  g. 

Ceci  posé,  considérons  un  groupe  G,  isomorphe  du  groupe  g,  el 
dont  toutes  les  substitutions,  qui  sont  linéaires  et  sont  effectuées  sm 
deux  lettres,  soient  représentées  par  un  tableau  de  coefficients  de  la 
forme 

a  \ 
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mu  peul  prendre  arbitrairement  le  coefficient  a  dan-  les  substitutions 
spondanl  à 

1  V  V  v 

A4,,  — ..  .  ....  --/>,5 

ei  pour  toute  substitution  elliptique  de  g,  La  substitution  correspon- 
dante dans  (  i  se  réduira  à  la  substitution  unité,  c'est-à-dire  que  a  sera 
nul.  Envisageons  donc  ces  deux  groupes  isomorphes  g  el  G;  soient 

/  M,»  +  K,r  +  P,     M,  m -h  X,r+  lJt\ 

\u>çi    M«+Np-4-P  '     M«  +  Nt»  +  P  /' 

uni'  substitution  quelconque  de  i-.  el 


i     a 

0  I 


le  tableau  des  coefficients  de  la  substitution  correspondante  dans  (i. 
Je  dis  que  l'on  pourra  former  deux  fonction-  uniformes  et  continues 

de  //.  i 

G(k,p),      G,(h,p), 

telle-  oue 


('   ^   m«  +  Np  +  P   '    Mtt  +  N^-t-P  y 

=  (  Mb  +  Np  +  P  f"  [G(«,p)  +  flG,(«,p)], 

U|  \  Mtt  +  Ni       i'    '     M"       Nc  +  P  / 

=  (M«  +  Np  +  P)""G,(«,f). 


Kl.   Nous   obtiendrons  des   fonctions    satisfaisant  aux  conditions 

précédentes,  en  formant1  les  séries  suivantes. 

I  désignons  par 

<  u,  p,  U„  V,-), 

te  dénominateur  commun  de  I  ,  et  Y,,  étant  M,//  4-  N,p  +  l\  une  Bub 
stitution  quelconque  du  groupe  g  el 


o      i 
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la  substitution  correspondante  de  G  ;  formons  alors  les  deux  séries,  en 
représentant  par  R(«,  p)  et  R,(«,  p)  deux  fonctions  rationnelles  de  u 
et  p,  qui  restent  finies  à  l'intérieur  et  sur  la  surface  de  l'hypersphère 
limite 

g  (u, ,) =2  tR(u.-.  v<)  -  «».<«»  v,)i  iM,„+,;„^r,. 

i 

les  sommations  étant  étendues  à  toutes  les  substitutions  du  groupe  s\  le 
nombre  m,  qui  figure  dans  ces  formules,  est  un  entier  positif.  La  seconde 
série  est  convergente  pour  m>  i  [voir  mon  Mémoire  Sur  un  groupe 
de  substitutions  Linéaires  (Acta  mathemalica,  t.  I)J  et,  à  l'aide  de 
considérations  présentant  une  grande  analogie  avec  celles  dont  a  fait 
usage  M.  Poincaré  dans  ses  études  sur  les  séries  zêtafuchsiennes  (Acta 
mathemalica,  t.  V,  p.  233),  on  montrera  que  la  seconde  série  est  con- 
vergente pour  une  valeur  suffisamment  grande  de  l'entier  m,  la  limite 
dépendant  uniquement  du  groupe  hyperfuebsien. 

Il  est  facile  de  voir  ce  que  deviennent  les  fonctions  G  et  G,,  quand 
on  effectue  sur  u  et  p  une  substitution  du  groupe  byperfuebsien  ;  les 
deux  séries 

y  ru  u  v ■) - 

2d  R'  (U'>  V')  (MfM-f-N.-c-hl^)3''' 


el 


se  reproduiront  multipliées  par  (Mu  -+-  Np  -+-  P)3na  si  Ton  fait  sur  u,  < 
la  substitution 

(0        \lf:  p»  -^î d ît2' nn m rr        ou     (w,  p,  U.V), 

et  désignons  par  «  la  quantité  figurant  dans  la  substitution  corres- 
pondante du  groupe  G.  Il  faut  voir  ce  que  devient  la  série 

Sour/I.  rfe  J/rtM.  (4«  série),  tome  II.  -  Fasc.  IV,  1886.  4$ 
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après  la  substitution  (i)  :  le  terme  marqué  par  l'indice  /  dans  La  série 
se  trouve  remplacé  par  un  autre  terme,  el  on  a  La  série 

0,1.x,      Y„,i;,,l    ,V    .   ^     y'        p       (Mu+No  +  P)-; 
d'autre  part,  La  série  initiale  pouvait  s'écrire 

i"'11'1   '    M  N  '  j  ;  Mu       \>        I' 

el  l'on  ii  manifestement  ai+  a  =  aj  <>u  a/=  aj  -   <i . 
Ecrivant  donc 

0(U,V)    .2(ay-«)R,(Uy,Vy)  N,  „     N',     ,.       (IUh  N.      P)«, 


on  aura 


Ô(U,V)      i  M//  •    \v  •   I»  »"'|0,  //.  i>)      aG.i  b,p)], 

et,   par  conséquent,   les  fonctions  G(a,  p)  et  G,(m, p)  satisfont   aux 
relations  i  r  »  du  paragraphe  précédent. 

17.  Considérons  maintenant  la  fonction 

i  ■ 
?(«»p)      ...  5TÏ  ; 

«ni  aura,  pour  toute  substitution  I  //.  p,1  .Ni  du  groupe, 

I  .  \  ,      f(«,f)+a, 

,•1  ion  peut  prendre  arbitrairement  |  §  l*>  )/>.  des  quantités  '/.  a  savoir 

celles  qui  correspondent  aux  substitutions  2  n  2a 1   . 

(  )n  Bait,  d'autre  part,  que  toutes  les  fonctions  hj  perfuchsiennes,  rela- 
tives au  groupe  fif,  peuvent  B*exprimer  rationnelle ut  à  l'aide  de  trois 

d'entre  elles,  c,  |  .  s,  qui  Boni  liées  par  une  relation  algébrique 

c'est  de  cette  Burfacc  que  je  voudrais  maintenant  m  occuper. 
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On  a 


dy  =  v-  du  -h  -X1-  dv: 

1  du  dv 


donc 


dy  = 

do  dy 
du  dv 
dx  dv 

do  dy                dx  do 
dv  du     7^    ^     du  dv 
dx  dy  "            dx  dy 

dx  do 
dv  du    fy 
dx  dv     '  ' 

du  dv 

dv  du                du  dv 

dv  du 

les  coefficients  de  dx  et  dy  sont  des  fonctions  uniformes  de  u  et  r. 
Elles  resteront  d'ailleurs  invariables  pour  toute  substitution  du  groupe: 
ee   seront  des  fonctions  byperfuchsiennes  de  u  et  p,  et  par  suite  des 
fonctions  rationnelles  de  x,  y  et  z. 
On  a  ainsi 

do  =  P(.r,7,  z)  dx  +  Q(x,y,  z)  dy, 

V  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x,  y,  z.  La  fonction  o(u<  v  ) 
considérée  comme  fonction  rationnelle  de  x  ely  sera  donc  une  intégrale 
de  différentielle  totale 

relative  à  la  surface  f. 

Celle  intégrale  sera  une  intégrale  de  seconde  espèce.  Il  est  impos- 
sible en  effet  qu'un  cycle  infiniment  petit  donne  une  période  différente 
de  zéro;  car  à  tout  cycle  correspond  une  substitution  du  groupe  hvper- 
fuchsien.  Si  le  cycle  est  infiniment  petit,  cette  substitution  devra  néces- 
sairement être  elliptique,  et  par  suite  la  valeur  correspondante  de  a 
sera  nulle. 

On  voit  donc  que  m  est  une  intégrale  de  seconde  espèce,  et  elle  pos- 
sède p3  périodes  qui  peuvent  d'ailleurs  être  choisies  arbitrairement. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  exprime  une  pro- 
priété remarquable  de  la  surface 

La  surface  f  possède  des  intégrales  de  seconde  espèce.  Le  nombre 

de  ces  intégrales  linéairement  indépendantes  (c'est-à-dire  pour  les- 
quelles aucune  combinaison  linéaire  n'est  égale  à  une  fonction  ration- 
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nelle  <l<'  a?,  y  <'i  »)  est  égal  à  p  ,  et  le  nombre  des  périodes  de  ces  inté- 
grales de  seconde  espèce  <•*/  également  représenté  />"/■  />  . 

On  \i»it.  par  l'énoncé  précédent,  que  là  surface /"  jouit  d'une  pro- 
priété l)i<-n  remarquable  el  bien  spéciale,  <■!  nous  pouvons  en  conclure, 
relativement  aux  fonctions  hyperfuchsiennes,  une  conséquence,  <]ui, 
pour  rire  négative,  ne  m'en  para  il  pas  moins  présenter  quelque  intérêt. 

(  )m  sait  que  M.  Poincaré  a  démontré  que  les  coordonnées  d'une 
courbe  algébrique  quelconque 

/'(./.  r)  =o 

peuvenl  s'exprimer  par  <l<-s  fonctions  fuchsienncs  d'un  paramètre,  ci 
c'esl  là  certainement  un  des  plus  beaux  résultats  que  présente  la 
théorie  des  fonctions  fuchsienncs.  I  ne  question  analogue  se  pose  d'elle- 
même  pour  uiw  surface 

/l  /.  r.  s  >  =  o; 

on  se  demande  naturellement  si  l'onpeut  exprimer  ses  coordonnées  c, 
\  .  r  par  des  fonctions  hyperfuchsiennes  de  deux  paramètres.  Le  théo- 
rème que  nous  venons  <!•'  démontrer  per i  de  répondre  à  cette  «  j 1 1 < ■-- 

lion,  el  la  réponse  esl  négative.  <  )n  vient  de  voir  <-n  effet  que  les  sur- 
faces correspondant  à  un  groupe  hyperfuchsien  avaient,  m  général, 
dr>  intégrales  de  seconde  espèce,  <•!  nous  saxons  que  cette  propriété 
n'appartient  pas  à  une  surface  algébrique  prise  arbitrairement.  Les 
fonctions  hyperfuchsiennes  conduisent  donc  à  une  classe  spéciale  h 
remarquable  de  surfaces  algébriques. 

Paris,   i  i  .i\  i  il    1 88*>. 
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Recherches  sur  la  transformation,  par  des  substitutions  réelles., 
d'une  somme  de  deux  ou  de  trois  carrés  en  elle-même  ; 

Par  M.  LIPSCHITZ. 


Traduction  publiée  avec  l'autorisation  de  l'auteur,  par  J.  MOLK,  à  Besançon. 


La  théorie,  due  à  Gauss,  des  nombres  complexes  entiers  repose  sur 
la  décomposition  de  ces  nombres  en  nombres  complexes  entiers  irré- 
ductibles, autrement  dit  nombres  complexes  premiers.  On  pcul,  ;'i 
l'aide  du  même  procédé  de  décomposition,  représenter  toutes  les  sub- 
stitutions, à  coefficients  rationnels,  qui  transforment  une  somme  de 
deux  carrés  en  elle-même.  La  transformation  d'une  somme  de  trois  car- 
rés en  elle-même  conduit  au  calcul  des  quaternions;  en  considérant  les 
substitutions  correspondant  à  cette  transformation  et  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  nombres  rationnels,  on  est  amené  à  étudier  les  quater- 
nions entiers  et,  dans  cette  étude,  ce  qui  importe  tout  d'abord  esl  la 
décomposition  des  quaternions  entiers  en  quaternions  entiers  irréduc- 
tibles, autrement  dit  quaternions  premiers.  J'ai  cherché  à  approfondir 
cette  question  et  je  donne,  dans  ce  Mémoire,  les  résultais  auxquels  je 
suis  parvenu.  De  même  que  la  décomposition,  en  ses  facteurs  premiers, 
d'un  nombre  complexe  entier  dépend  de  sa  norme,  qui  est  une  somme 
de  deux  carrés  entiers,  de  même  la  décomposition,  en  ses  facteurs  pre- 
miers, d'un  quaternion  entier  dépend  de  sa  norme,  qui  est  une  somme 
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de  quatre  carrés  entiers.  <  l'esl  pourquoi  mon  Mémoire  s'appuie  sur  les 
recherches  déjà  faites  <|ui  onl  pour  objet  de  mettre  les  oombres entiers 
sous  la  forme  d'une  somme  de  quatre  carrés. 

Vprcs  Fermai  qui,  !«•  premier,  a  «'nonce,  comme  remarque  au 
problème  :>l  du  Livre  l\  de  Diophante,  le  célèbre  théorème  sur  la 
possibilité  de  représenter  un  entier  quelconque  par  la  somme  d'un 
nombre  déterminé  de  nombres  polygonaux  d'une  certaine  espèce,  Euler 
s'esl  occupé  du  théorème  d'après  lequel  on  peul  représenter  un  entier 
quelconque  par  la  somme  <1«'  quatre  carrés,  dans  le  Mémoire  intitulé  : 
Demonstratio  theoremalis  Fermatiani,  omnem  numerum  primum 
formœ  \u  M  esse  summam  duorum  quadratorum  V.  Comm. 
l'ri r<>i>..  i.  \  .  |».  'J,  i  7")  ï  :  Comm .  <ir..  1.  [,  |>.  210). 

Ce  Mémoire  contient  (art.  i).">  île  théorè d'Algèbre  à  l'aide  duquel 

on  peul  représenter,  par  une  somme  de  quatre  carrés,  1<-  produit  de 
deux  sommes  de  quatre  carrés;  <>n  peul  déduire  immédiatement  d< 
théorème  les  règles  du  calcul  des  quaternions.  Dans  les  œuvres  post- 
humes de  Gauss  {Œuvres  complètes^  t.  III.  p.  384  I  se  trouve  une 

autre  manière  <l«-  présenter  le  même  théorè :  on  \   fait  usage  de 

paires  de  quantités  complexes  conjuguées. 

La  première  démonstration  complète  <lu  théorème,  que  chaque 
entier  esl  la  Bomme  de  quatre  carrés,  m'  trouve  dans  l<-  Mémoire  <!'■ 
Lagrange,  Démonstration  d'un  théorème  <l'  irithmélique  V.  Mé- 
moires de  V  icadémie  des  Sciences  'I,-  Berlin,  1770.  Œuvres,  1.  III. 
p.  [  89)  ;  elle  a  été  commentée  avec  détails  par  Euler  dans  le  Mémoire  : 
Sovœ  démonstrations  circa  resolulionem  numerorum  \  icta 
crudit.,  |>.  193,  1 7  7  '> .  Lips.;  icta  Petrop.t  1.  I.  II.  p.  J8,  177"': 
Exhib.,  1  77  2,  septembr.  21  :  ('<>//////.  ar..  1. 1,  p.  538  .  En  déterminant, 
h  l'aide  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  de  combien  de  manières 
différentes  on  peul  mettre  un  entier  donné  bous  la  forme  d'une  Bomme 
de  quatre  carrés,  Jacobi  jeta  un  nouveau  jour  Bur  ce  --u  j < •  t .  <  >n  trouve 
cette  détermination  à  la  fin  des  Fundamenta  nova,'  elle  est  bien  mise 
en  évidence  dans  la  Note  Bur  la  décomposition  d'un  nombre  donné  en 
quatre  carrés;  enfin,  dans  !»•  Mémoire  :  De  compositions  numerorum 
c  quatuor  quadratis  {Journal  de  Crellej  t.   12.  p.   167),  elle  esl 

donnée  d1 façon  puremenl  arithmétique.  Le  Mémoire  de  Lejeune- 

Dirichlct  :  Sur  l'équation  t*     u*  ■  »  -      w*      \  m  (Journal  de  Liou- 
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pille,  2e  série,  t.  I,  p.  210),  contient  une  reproduction  plus  concise  de 
cette  démonstration;  c'est  dans  ce  Mémoire  que  Lejcune-Dirichlet 
nous  apprend  qu'il  possède  depuis  longtemps  une  démonstration  du 
même  théorème  basée  sur  des  principes  différents,  et  que  cette  démon- 
stration trouvera  sa  place  naturelle  dans  un  travail  qui  l'occupe  depuis 
quelque  temps.  On  sait  que  la  mort  l'a  empêché  de  publier  les  recher- 
ches qu'il  avait  faites  sur  ce  sujet. 

Je  dois  aussi  rappeler  la  démonstration  complète  du  théorème  de 
Fermât  concernant  les  nombres  polygonaux,  qui  a  été  donnée  par 
Cauchy,  et  que  l'on  trouve  dans  le  premier  volume  des  Exercices, 
p.  263  ;  ainsi  que  les  recherches  de  M.  Hermitc  sur  la  représentation 
des  nombres  entiers  par  une  somme  de  quatre  carrés,  qui  font  l'objet  de 
son  second  Mémoire  sur  la  théorie  des  formes  quadratiques  (Journal 
de  Crcllc,  t.  47,  p.  343). 

Je  voudrais  encore  faire  une  remarque  générale  sur  la  marche  suivie 
dans  mes  recherches.  La  décomposition  des  nombres  complexes  entiers 
en  leurs  facteurs  premiers  tient  essentiellement,  ce  me  semble,  à  ce 
que  le  résultat  de  la  multiplication  de  ces  nombres  est  indépendant  de 
l'ordre  dans  lequel  on  effectue  cette  opération.  Pour  les  nombres  algé- 
briques quelconques,  la  multiplication  dont  on  fait  usage  jouit  de  la 
même  propriété  et,  une  fois  les  notions  convenables  introduites,  les 
lois  de  la  décomposition  continuent  à  avoir  lieu,  comme  l'a  montré 
M.  Dedekind  (Vorlesungcn  Dirichlel's  ùber  Zahlentheorie,  2e  et 
3e  édition)  et  [Sur  lalhéorie  des  nombres  entiers  algébriques  (Bul- 
letin de  Darboux,  1877)].  La  démonstration  de  L'existence  des  facteurs 
premiers  idéaux  dans  la  théorie,  duc  à  M.  Kuminer,  des  nombres 
complexes  entiers  provenant  de  la  division  du  cercle,  repose,  d'autre 
part,  sur  certaines  congrucnccs  qui  apparaissent  sous  une  forme 
simple  clans  la  décomposition  des  nombres  complexes  entiers  de  la 
forme  a  -h  b  \j —  1 .  M.  Dedekind  a  communiqué  les  congrucnccs  cor- 
respondantes, se  rapportant  à  la  théorie  des  nombres  algébriques,  en 
annonçant,  dans  les  Gôttingischen  gelehrten  Anzeigen  du  20  sep- 
tembre 1871,  la  seconde  édition  des  Vorlesungen  Dirichlel's  que  je 
citais  tout  à  l'heure.  On  fera  remarquer  dans  le  Mémoire  actuel  que 
la  possibilité  de  mettre  un  quaternion  entier  sous  forme  de  produit  de 
quaternions  entiers  irréductibles  repose  également  sur  L'existence  de 
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certaines  congruences;  mais  ici  l'ordre  dan-  lequel  se  succèdenl  les 
facteurs  irréductibles  du  produit  esl  d'une  importance  capitale.  Ainsi, 
,,,,  domaine  des  nombres  entiers  complexes  de  Gauss  viennent  s'ad- 
joindre, d'une  part,  le  domaine  de  tous  les  nombres  algébriques, 
d'autre  part,  le  domaine  des quaternions  entiers;  mais,  bî  l'on  remarque 
plus  d'une  analogie,  on  remarque  aussi  plus  d'un  contraste  entre 
différents  domaines.  C'est  pourpouvoir  bien  éclairer  ces  analogies  et 
ces  contrastes  que  je  m'occuperai  tout  d'abord  de  la  décomposition 
des  nombres  complexes  de  Gauss.  Je  commencerai  par  exposer  les 
principes  de  la  transformation  réelle  d'une  somme  de  deux  carrés  en 
elle-même;  j'établirai,  enprenanl  cette  transformation  pour  base,  les 
règles  du  calcul  des  quantités  complexes,  après  quoi  je  passerai  à 
l'étude  des  nombres  complexes  entiers.  Je  considérerai  ensuite  la 
transformation  réelle  d'une  somme  de  trois  carrés  en  elle-même  :  j  éta- 
blirai, en  prenant  cette  transformation  pour  base,  les  règles  «lu 
calcul  des  quaternions,  après  quoi  je  passerai  à  l'étude  des  quater- 
nions entiers. 

I. 

Transformation  réelle  d'une  somme  de  deux  carrés  en  elle-même 
et  définition  des  quantités  complexes. 

Si  une  substitution  Linéaire  à  coefficients  réels  oc,,,  K,si  «an  Km  MU1 
représente  les  variables  réelles  xt  et  a?,  en  fonction  <!<•<  variables 
réelles  r,  et  \ ...  transforme  la  somme  <!«■>  v.w\r>  des  premières  varia- 
bles dans  la  gomme  des  carrés  des  dernières,  on  a,  à  la  fois,  les  équa- 
tions 

I    '-,  =*n  )',    H  *«*/ai 
|  a?,       a,,  r,    •    %ti)  _■ 

■'•;  •  '^  =  >'; -+-.*'■• 

Le  déterminant  <lc  substitution  ne  peut  alors  être  égal  qu'à  4-1  ou  à 
—  i  :  supposons  le  égal  à  +1.  L'équation  I  est  évidemment  encore 
vérifiée  el   la  valeur  du  déterminant  ne  change  pas  >i.  au  lieu  ^'  la 
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substitution  (i),  nous  en  employons  une  autre  déduite  de  (i)  en  mul- 
tipliant les  quatre  coefficients  par  l'unité  négative.  De  chacun  de  ces 
deux  systèmes  on  peut  déduire  un  nouveau  système  en  ajoutant  l'unité 
à  chacun  des  éléments  de  celle  des  diagonales  du  déterminant  de  sub- 
stitution qui  joint  le  premier  élément  à  gauche  au  dernier  élément  à 
droite.  Les  déterminants  de  ces  deux  nouveaux  systèmes 


(3) 


a) 


a  M  -h  i 

a12 

a2l 

a2,+  i 

aM  +  i 

—  al3 

a2l 

—  a22  —  i 

sont  respectivement  égaux  à 


(4) 
(4.) 


2  +  aH+  a22; 
2  -  a,,  -  a2_,; 


la  somme  de  ces  valeurs  étant  égale  au  nombre  !\,  l'un  au  moins  des 
deux  déterminants  a  une  valeur  différente  de  zéro.  Si  donc,  pour  une 
substitution  donnée,  le  déterminant  (3)  était  nul,  le  déterminant  (3a  ) 
ne  serait  sûrement  pas  nul.  Cette  remarque  permet  de  supposer  que  le 
système  donné  de  coefficients  a,,,  a12,  a2n  a22  est  tel  que  la  valeur 
du  déterminant  (3)  correspondant  est  différente  de  zéro.  Nous  ferons 
cette  hypothèse  dans  tout  ce  qui  suivra. 

Le  déterminant  (3)  paraît  dès  que  l'on  cherche  à  former,  à  Faide 
de  la  substitution  (i),  les  équations  qui  donnent  y,  et^'2  en  fonction  des 
sommes  x{  -h  y»  et  x.,  -+-y2.  Les  équations  (i)  donnent,  en  effet,  immé- 
diatement 


(5) 


X*  +/<  =  (aH  +  0/<  +  «12/25 

x2-hy,  =  a21y,  +  (a22  -f-  i)j.,, 


et,  comme  le  déterminant  (3)  n'est  pas  nul,  on  peut  tirer  de  ces  équa- 
tions, sans  ambiguïté,  y,  et  y,  en  fonction  de  x,  -\-yi  et  x2  -hy2.  On 
obtient,  par  suite,  les  différences  x,—y,  et  x2  —  y.,  exprimées,  sans 
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ambiguïté,  en  fonction  des  sommes  v{  \-y{  el  rs  h yt.  Il  vient 

(«11—  »«)( >ri-*-.Vi)-*- a »n (•*•«->-. ^ 

*«-r.=-      a +  ,„+,„  —  ' 

i  (m 

I  234,1  +(»«—  «11^ 

/•.       r      -   ■ : 

(  lomme  on  a  supposé  que  a,  ,  a,a  —  %itai{  était  égal  à  4- 1,  on  a 

a,,-    k„=o,         a,,-+-aa,  =  o. 

Si  donc,  /„  désignanl  une  quantité  quelconque  différente  de  zéro,  on 
détermine  deux  quantités  Xia  et  Xai  par  les  relations 

l'équation  |  6  l  peul  s'écrire 


ou  encore 


\  Ao 

j    X0a?,      Xaia7a  =   X0y,  •  > , 

1  > ,:  '',        X0a?a      >.,,  v,   i     / 


Si  l'on  ajoute  à  la  première  des  équations  (9),  multipliée  par  lu- 
nité,  la  seconde  des  équations  (9)  multipliée  par  un  facteur  symbo- 
lique i'|S,  on  peul  mettre  les  deux  termes  de  l'équation  que  l'on  obtient 
sous  forme  d'un  produit  en  posant 


10) 


/ „./-,      Xj|  '\  •   /, ...  1  a,..,./-,  •   X0a?j  1 
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Pour  que  ces  équations  (10)  soient  vérifiées,  il  suffît  de  supposer  que 
le  symbole  ii2  vérifie  l'équation 


(«) 


i.«  = 


Les  propriétés  de  ce  symbole  sont  alors  identiques  à  celles  du 
symbole  y/—  1 ,  et  l'on  voit  que  le  résultat  de  la  multiplication  de  deux 
expressions  complexes 

(A0  + *")2AI2),     (x{-hil2x2) 

ne  change  pas  si  l'on  change  Tordre  des  deux  facteurs.  En  égalant  les 
deux  produits  (10),  on  obtient  l'équation  symbolique 

(12)       (a0  +  ii2\2)(xt  +  iï2x2)  =  (yt-hit2y2)Çk0  —  /12AI2), 

qui  comprend  les  deux  équations  (i).  En  multipliant  les  deux  mem- 
bres de  cette  équation  (12)  par  l'expression  (A0  —  t|aXl2)  conjuguée 

de  (X0  -h  /,2  Al2),  on  obtient  une  équation 

(i3)        (XJ  +  X;2)(x,-f-  it2x2)  =  (yi~hii2y3)(X0  —  i\,a,)2, 

dont  le  premier  membre  contient  en  facteur  la  norme  de  (  A0  h-  /,  2  A,  2  >. 

(i3*)  3L(A0+  «,2X<2)  =  XJ  +  X;2. 

En  prenant,  comme  point  de  départ,  une  substitution  (  1  )  pour 
laquelle  le  déterminant  (3)  n'est  pas  nul,  nous  sommes  parvenus  à 
l'équation  symbolique  (12),  dans  laquelle  X0  est  différent  de  zéro.  Si 
nous  prenons,  inversement,  comme  point  de  départ,  une  quantité 
complexe  quelconque  X0  -h  z(2X)2  dont  la  partie  réelle  A0  soit  différente 
de  zéro  (ou,  si  l'on  veut,  un  système  de  deux  quantités  réelles  X0,  X,2, 
la  première  quelconque  mais  différente  de  zéro,  la  seconde  entièrement 
arbitraire),  et  si  nous  formons,  à  l'aide  de  cette  quantité  complexe, 
une  équation  (12),  l'équation  (i3)  qui  se  déduit  de  celle  équation  (12) 
donne,  pour  les  variables  x\  et  x2,  des  fonctions  linéaires  (1)  des  va- 
riables y,  et  y2  vérifiant  l'équation  (2).  Les  coefficients  de  ces  fonc- 
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lions  linéaires  -<>m 

(l4)  «„  =  «»=  TTZTÎ    '  *«*  =        "»«  =    j 

le  déterminanl  z,,-/.,..      K<sa2<  es!  égal  à  -+-  t,el  le  déterminanl 
correspondanl  a  pour  valeur 

(■5) 


comme  X0  est  choisi  différent  de  zéro,  ce  déterminanl  n'est  pas  nul. 
Ain^i  toutes  les  quantités  complexes  /  „  4-  /,//-,-  don!  la  partie  réell< 
'•-i  différente  <l<-  zéro,  qous  ramènent  à  des  substitutions  linéaires  i  i  >, 
.m  déterminanl  H  i,  pour  lesquelles  le  déterminant  |  'i  i  est  différent 
de  zéro.  Nous  conviendrons  d'écrire  simplement  i,  au  lieu  de  t,s,  dans 
ce  '|ui  va  sun re. 

(  lonsidérons  maintenant  une  substitution  linéaire  liant  les  variables 
r,.  y%  à  de  nouvelles  variables  ?,,  z,  <l<-  telle  sorte  *  j  1 1  ~  «  >  1 1  ait 

i  "'»>  y]  :  y\  =  *\  l  ~\- 

Prenons  d'abord  la  substitution  particulière 

i  17  )  r,     :—  zn  ■       zr. 

elle  pi'iii  être  remplacée  par  l'unique  équation 

(18)  11  v,  •   iyt  1     <  z{  ■  /,-,  u  -  /). 

En  composant  les  substitutions  |  1  (et  I  17  ), «btienl  la  substitution 


./■,  y.  |, .  ,       y. ,  .j .  j. 


en  combinant  les  équations  (12)  et  (18)  correspondantes,  on  obtient 
l'équation 

I  20  I       il  X,       /'"/  ,  .  M  '-,    •    //'.  1      (z,H    /r,  m       i)|  a„       />.,,.  |. 
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Ainsi,  en  remplaçant  dans  l'équation  (12)  la  quantité  complexe 
(X0  +  i'X,2)parla  quantité  complexe  i(\-h  ï'X12),  on  obtient,  comme 
substitution  correspondante,  au  lieu  de  la  substitution  (1),  la  substi- 
tution (19)  qui  diffère  de  (t)  en  ce  que  tous  ses  coefficients  sont  mul- 
tipliés par  l'unité  négative.  Or  toutes  les  substitutions  linéaires  à  con- 
sidérer se  déduisent,  comme  nous  l'avons  vu,  des  substitutions  (i)pour 
lesquelles  le  déterminant  (4)  n'est  pas  nul,  en  y  ajoutant  celles  qui  en 
dérivent  en  changeant  le  signe  des  coefficients.  Toutes  les  substitutions 
linéaires  en  question  sont  donc  représentées  par  l'ensemble  des  équa- 
tions (12)  et  (20).  Mais  les  quantités  complexes 

X0H-iX|2     et     iÇk0-t-  ïX12), 

où  X0  n'est  pas  nul,  représentent  sans  exception  toutes  les  quantités 
complexes  dont  la  norme  est  différente  de  zéro.  Il  en  résulte  que  toutes 
les  substitutions  linéaires  considérées  sont  représentées  par  les  équa- 
tions (12)  ou,  si  l'on  veut,  par  les  équations  (i4),  pourvu  que  les  deux 
quantités  réelles  X0  et  X)2  ne  soient  pas  nulles  simultanément,  ou,  en 
d'autres  termes,  pourvu  que  la  norme  de  (X0-f-  i'X,2)  ne  soit  pas  nulle. 
A  l'aide  d'une  quantité  complexe  quelconque  dont  la  norme  n'est 
pas  nulle  ([*„-+-  z'[J.,2),  formons  la  relation  analogue  à  (12) 

(21)         ([/.„ 4-  *>,,)(>, -h  iya)  =  (zi-^izt)(\L9—  m12), 

à  laquelle  correspond  une  substitution  linéaire,  semblable  à  (1),  nous 
permettant  de  passer  des  variables  réelles  yx  et  y2  aux  variables 
réelles  z{  et  z2.  En  appliquant  successivement  la  substitution  (1)  el 
cette  dernière  substitution,  nous  obtenons  une  nouvelle  substitution  à 
laquelle  correspond  l'équation 

f  (|/.0+î[A,2)(X0-w'X12)(a?,+  i#2) 

(  22  )  { 

(       =(zl-hiz.2)(ix0-  j(A12)(X0—  *X,2); 

dans  cette  équation  parait  le  produit  des  deux  quantités  complexes 
(u.0-h  *[i.)2)  et  (X0 -f- /X)2);  la  norme  de  ce  produit  est  différente  de 
zéro  parce  que  la  norme  de  chacun  des  deux  facteurs  est  différente  de 
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zéro;  "ii  voitaussi  qu'il  estpermis,  sans  rien  changer  au  résultat,  de 
permuter  d'une  manière  quelconque  l'ordre  dans  Lequel  on  effectue  les 
substitutions  que  l'on  veut  composer. 


II. 

Problème.  Trouver  tous  les  nombres  complexes  entiers  dont 
la  norme  est  égale  à  un  nombre  entier  donné , 

Trouver  toutes  les  substitutions  rationnelles  qui  transforment 
une  somme  de  deux  carrés  en  elle-même. 


Nous  commencerons  par  chercher  les  conditions  auxquelles  <l<>ii 
satisfaire  un  entier  positif  ///  donné,  pour  pouvoir  être  égal  .'i  La  norme 
d'un  nombre  complexe  entier  quelconque.  Dans  le  cas  où  ces  condi- 
tions sonl  vérifiées,  uous  nous  proposerons  de  trouver  tous  les  nombres 
complexes  entiers  dont  la  uormeesl  égale  à  m.  Enfin  nous  chercherons 
a  mettre,  de  toutes  les  manières  possibles,  chacun  de  ces  nombres 
complexes  entiers  sous  la  forme  d'un  produit  de  nombres  complexes 
entiers  irréductibles.  Pour  abréger,  n-iii-.lir.ni-  souvent  entier  com- 
plexe au  lieu  <!<•  nombre  complexe  entier  «i  nombre  premier  com- 
plexe au  lieu  de  nombre  complexe  entier  irréductible. 

On  |  > t  - 1 1 1  diviser  les  entiers  complexes  (X04-  /"/,,,  >en  deux  groupes  : 
ceux  pour  lesquels  les  deux  entiersréels  "/.„  el  X,a  n'ont  pas  de  diviseur 
commun  et  ceux  pour  lesquels  ils  ont  un  diviseur  commun  ;  les  entiers 
complexes  du  pi  emier  groupe  sonl  les  entiers  complexes  proprement 
dits,  ceux  du  second  groupe  Bont  les  entiers  complexes  impropres. 
Nous  restreindrons  le  problème  posé  aux  entiers  complexes  propre- 
ment ilii-. 

Si  i  /  „  /  / ,  | .  i  est  un  entier  complexe  proprement  dit,  les  entiers 
Xce1  "/.,:  ne  peuvenl  être  tous  deux  pairs;  sa  norme  (XJ  •  / .; ' .  i  ne  p<'iii 
donc  être  qu'un  nombre  impair  ou  le  double  d'un  nombre  impair. 
Posons 

/     x;a    ///. 

cl  désignons  parc  un  quelconque  des  nombres  premiers  impairs  qui 
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divisent  m;  soit  y  le  nombre  de  fois  que  m  contient/)  en  facteur.  Je 
dis  qu'on  peut  alors  toujours  trouver  deux  nombres  entiers  H,  et  i.,. 
qui  ne  soient  pas  divisibles  par  p  tous  les  deux,  et  qui  vérifient  les  con- 
grucnces 

(2)  i     e       i     t  (mod^). 

Aucun  des  entiers  ~k0  et  ~kl2  ne  peut  être  divisible  par/);  car,  si  l'un 
d'eux  était  divisible  par  p,  l'autre  le  serait  aussi  à  cause  de  la  rela- 
tion (i),  et  X0-f-  i\i2  serait,  par  suite,  un  entier  complexe  impropre.  Il 
en  résulte  que  l'on  peut  vérifier  chacune  des  deux  congruences  (2),  sans 
tenir  compte  de  l'autre,  par  des  entiers  £,  et  Ê*2.  A  l'aide  de  la  rela- 
tion (1),  on  montre  facilement  que,  si  l'une  des  deux  congruences  est 
vérifiée  pour  des  entiers  déterminés  H,  et  £2,  l'autre  est  également  vé- 
rifiée pour  ces  mômes  entiers.  D'ailleurs,  en  ajoutant  à  la  première  de 
ces  congruences  multipliée  par  £,  la  seconde  multipliée  par  E2,  et  en 
observant  que  ~k0  n'est  pas  divisible  par  p,  on  obtient  une  nouvelle 
congruence 

(3)  l\  +  l\  =  o         (mod^) 

vérifiée  par  les  mêmes  entiers  £, ,  £2. 

Si,  dans  la  première  congruence  (2),  on  prend  E2  égal  à  l'unité,  la 
valeur  entière  correspondante  de  £,,  £,  =  co,  est  déterminée  sans  ambi- 
guïté par  la  congruence 

(4)  X0cdh-X2i  =  o         (mod/?Y); 

si  nous  donnons  ensuite  à  £2  une  valeur  entière  quelconque  non  divi- 
sible par  p,  la  valeur  entière  correspondante  de  £,  est  déterminée  sans 
ambiguïté  par  la  congruence 

(5)  £,=<«>£>         (modpiy, 
w  vérifie  d'ailleurs  la  congruence  connue 

(6)  co2-+-i  =  o         (mod/?Y). 
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Considérons  donc  tous  les  couples  de  nombres  qui  satisfont 

aux  congruences  (2),  -.m-  être  divisibles  par  p.  <  >n  les  obtient  en 
multipliant  les  deux  nombres  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  par  un 
même  entier  quelconque. 

Si  m <. m-  regardons  comme  équivalents  et  -i  nous  groupons  dans  une 
même  classe  ces  couples  de  nombres,  chaque  entier  complexe  (X0  h  /  / ,.  > 
appartiendra,  d'après  ce  qui  précède,  à  mu-  classe  bien  déterminée  de 
solutions  des  congruences  l  2  1,  de  la  congruence!  3)  ou,  ce  qui  est  iden- 
tique, à  une  racine  bien  déterminée  de  la  congruence  i  6  ».  Il  faut  donc 
que  ci-[\r  congruence  1  6  l  soit  possible  pour  que  l'équation  <  1  1  ait 
lieu. 

Or,  d'après  un  théorème  connu,  <<i i«"  congruence  est  possible  ou 
ne  l'est  pas,  selon  que  !<•  reste  de  la  division  par  '1  <lu  nombre  premier 
impair  p  est  égal  à  1  ou  à  >:  et,  dans  le  premier  cas,  la  congruence  a 
toujours  deux  racines.  Donc  les  entiers  ///  <jui  ont  des  diviseurs  pre- 
miers de  la  Forme  \r  +  \  ne  peuvent  être  représentés  comme  normes 
d'entiers  complexes  proprement  <liK  <■!  il  suffît  de  considérer  les 
nombres  m  donl  ions  les  diviseurs  premiers  impairs  sont  <!<■  la 
forme  Jr-M.  C'est  pourquoi  les  nombres  premiers  <!«•  la  forme  lr-j-3 
qui,  comme  on  le  sait,  jouent  aussi  le  rôle  de  nombres  premiers  dans 
la  théorie  des  nombres  complexes  entiers,  ne  paraissent  pas  dans  la 
suite  de  nos  recherches. 

Je  \ai->  maintenant  montrer  que  toul  nombre  premier  impair  /' 
de  la  forme  \r  ;  1  peut  être  mis  sous  la  forme \\ -t- X*a,  <l«-  manière 
que  l'entier  complexe  correspondant  i/„  w'Al2)  appartienne  à  une 
classe  choisie  à  volonté  parmi  k>  deux  classes  de  solutions  de  la  con- 
gruence 

-o        (mod/>), 

ou,  bï  l'on  veut,  appartienne  à  une  racine  choisie  à  volonté  parmi  les 
<lrii\  racines  de  la  congruence 

(  «')'  )  CU*  lu  1   llio.l  />  ). 

Observons  d'abord  que  l'entier  complexe  cherché  (X,  ;  //.,_.»  ne 
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peut  pas  être  le  produit  de  deux  entiers  complexes  dont  les  normes 
soient,  toutes  deux,  différentes  de  l'unité;  l'entier  complexe  cherché 
est  donc  nécessairement  un  nombre  premier  complexe,  de  sorte  qu'une 
fois  ce  nombre  entier  complexe  trouvé,  nous  n'aurons  pas  besoin 
de  chercher  encore  à  le  mettre  sous  forme  d'un  produit  de  nombres 
premiers  complexes.  Ceci  posé,  fixons  arbitrairement  l'une  des  ra- 
cines oo  de  la  congruence 


CD 


+  i  =  o         (mod  p), 


et  formons,  à  l'aide  de  cette  racine  co  et  d'un  entier  quelconque  ;2  IHm 
divisible  par  p,  le  système  d'entiers 

(7)  Si  =  w£2,     l,         (mod^); 

nous  pouvons  alors  choisir,  dans  ce  système,  deux  entiers,  l'un  congru 

à  £n  l'autre  congru  à  H2,  qui  soient  numériquement  plus  petits  que  -  ■ 

Ces  deux  entiers  ne  peuvent  être  simultanément  divisibles  par  p  ;  si 
donc  t  est  leur  plus  grand  commun  diviseur,  t  n'est  pas  divisible  \r,\r  p. 
Je  désignerai  par  p0  et  p2,  les  deux  entiers  choisis  divisés  par  ~,  de 
sorte  que 

(8)  Tp0  =  Çf,  ~p.2{~l2  (modp), 
et  je  définirai  p,2  par  l'équation 

(9)  P<2  +  P21  =  Q. 

La  norme  T2(p„  -b  p^2)  est  divisible  par  jo,  et  est  plus  petite  que  ~p-  ; 
son  second  facteur  pi  -+-  p^,,  qui  est  la  norme  de  l'entier  complexe 

(Po+  lPi2)l 

jouit  donc  des  mêmes  propriétés,  et  nous  pouvons  écrire,  en  désignant 
par  /  un  entier  plus  petit  (pic  -■> 

(10)  PÎ  +  PÎ*  =  /"i 

Sonrn.  r/<-  Math.  (V  série),  tome  11.  —   Fasr.  IV,  1886.  JO 
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d'ailleurs,  comme  t  n'est  pas  divisible  par  />,  nous  avons  les  con- 
gruences 

;:-':  °|      (modp). 

De  l'entier  complexe  proprement  «lit  (p0-hip,a)  que  nous  venons 
,|(.  former,  el  auquel  correspondent  les  relations  (10)  el  (n),  uous 
allons  déduire  un  autre  entier  complexe  propremenl  «lit  |  -  ',  |. 

auquel  correspondent  des  relations  semblables  à  i  lo  t  el  (n),  mais 
pour  lequel  le  multiple  de  p.  dans  la  relation  (10),  est  plus  petil  que  t. 
Déterminons,  à  cel  effet,  les  deux  entiers  o„  et  yl2,  numériquement 

plus  petits  que  -  ou  au  plus  égaux  à  ->  qui  vérifient  les  congruences 

(12)  p0j  ?..     =Ria  (mod  '  '■ 

Le  nombre  entier  çJ-HÇÎa  contient  alors  t  en  facteur,  el  si  nous 
posons 

03)  ïi  +  ïU="'' 

le  nombre  entier  /'   esl  plus  petit  ou  au  plus  égala-)  el   ne  peut, 

par  Buite,  r\\<*  divisible  par/?,  puisque  t  est  plus  petit  que  -t-  Formons 

ensuite  le  produit  (90      i<pM  H  p0  4-  / p  -   deux    éléments   réels 

.  !plap,aet<p0p„  p0?,8son1  divisibles  par/;  sa  norme  estégaleà 
ppt  '  ;  elle  esl  donc  divisible  par/?,  maisn'esl  pas  divisible  par/»';  donc, 
le  |»ln>  grand  commun  diviseur  de  ?0Po"+"  ?««P«i  el  ''''  ?",:>-  .:"?'- ''v| 
égal  àT(,,Z,  où  t'  n'csl  pas  divisible  parjD.  Nous  pouvons  ainsi  dé- 
finir  un  entier  complexe  propremenl  dit  [p(0'  +  ip",1 1  par  l'équation 

On  déduit  maintenant  facilement  des  congruences  (n),  par  multi- 
plication «-t  addition,  les  congruences 

,  1  ,  >  (  iihm1/>    , 

I    *'U\(     :,   I    pï'ï,]       o) 
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qui  entraînent,  comme  ni  t(,),  ni  /  ne  sont  divisibles  par  p,  les  con- 
gruences 

(i6)  P.  5.  +  P.I--0        (modD). 

l    p12Ç(  H-  p0   ^2-=o  / 

D'autre  part,  les  équations  (10),  (i3)  et  (i4)  donnent  immédiate- 
ment la  relation 


0?)  WT+Ipiïr^pBTî' 

et,  comme  i(,)  n'est  pas  plus  grand  que  ->  le  nombre  entier  r^ny  vérifie 
nécessairement  l'inégalité  ,   (1      <-,  et  est,  par  suite,  plus  petit  que  /. 

Les  relations  (16)  et  (17),  formées  à  l'aide  de  p(0n  et  p\\]  sont  bien  sem- 
blables aux  relations  (11)  et  (10)  formées  à  l'aide  de  p0  et  pJ2,  et  le 
multiple  entier  de  p  dans  la  relation  (17)  est  plus  petit  que  /. 

Rien  n'empêche  de  répéter  le  même  raisonnement  et  de  former  ainsi 
successivement  des  entiers  complexes  [p(02)+  ip^l],  [p(03)  +  zp^'L  etc-j 
vérifiant  comme  (p0+  ipi2)  et  [p(0l)-+-  ip\\l]  les  relations  (10)  et  (1  1),  et 
ayant  dans  l'équation  (10)  comme  multiple  de  p  un  nombre  entier  de 
plus  en  plus  petit,  jusqu'à  ce  qu'enfin  cet  entier  soit  égal  à  l'unité.  (  )n 
arrive  ainsi  à  former  un  entier  complexe  [p^-h  ipl"2]i  dont  les  élé- 
ments p(0f),  p"2  vérifient  les  relations 

('»).  (p?)* +  (?£)■=/>. 

(   P.^.  +  Po    ^  =  °  ) 

et  qui  jouit,  par  suite,  des  deux  propriétés  d'avoir  une  norme  égale  au 
nombre  premier  impair  donné  et  d'appartenir  à  une  classe  donnée  de 
solutions  de  la  congruence  ^  -h  £l;  =  o  (mod^). 

Les  entiers  complexes  que  l'on  obtient  en  multipliant  (p"  H-  ip\  ,  | 
par  une  des  quatre  unités  1,  —  1 ,  z,  —  /,  appartiennent  manifeste- 
ment à  la  même  classe  de  solutions  de  la  congruence  (3*  ).  Nous  choi- 
sirons arbitrairement  l'un  de  ces  quatre  entiers  complexes  pour  nous 
en  servir  dans  les  calculs  suivants. 
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()i,  peul  aussi   représenter  le  nombre  premier  impair  j>  comme 
norme    du    nombre    premier    complexe    (pj  —  /:, .  l    conjugué    de 
:  mais  ce  nombre  premier  complexi  |  n'appar- 

tient pas  à  la  même  classe  de  solutions  de  La  congruencc  <  3*  l  que 
i  :  -.  iV  i.  Il  appartient,  en  effet,  à  la  classe  de  solutions  de  la  con- 
gruence  i  V  l  donl  le  système  (  ;,,  —  z.,  )  fait  partie,  et  les  deux  sys- 
tèmes i"'  peuvent  être  équivalents,  puisque,  s'ils 
l'étaienl  sérail  divisible  par  /',  ce  qui  n'est  pas.  Les  quatre 
nombres  premiers  complexes,  que  Pon  obtient  en  multipliant  (pj  >  - 
par  les  quatre  unités  i,  —  i,  /,  —  /',  appartiennent  manifestement  à  la 
même  classe  et  nous  choisirons  aussi  l'un  de  ces  quatre  entiers  pour 
nous  'Mi  servir  dans  les  calculs  suivants. 

\\,nii  (l'aller  plus  loin,  il  nous  faut  chercher  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  la  partie  réelle  et  La  partie  imaginaire  du  produit 
de  deux  entiers  complexes  proprement  dits  (X0-t-  //.,,  |  et  I  y.„  i  ;;., .  i 
soient  divisibles  par  une  puissance/?1  <l  un  nombre  premier  impair/?. 
I  >es  deux  congruences 

(mod/ 
'  y.,,/.,,  h  u.iaÀ„ 


(21)   u.0(x;-t-x;2)    o,      ^a(x;-hX;a)     <>      (mod/ 

(22)     (u.;-f-(x;a)X8      o,         (ri-Hf*îa)X,j      o         (mod/> 

Comme  u.0  et  u,ia  sont  premiers  entre  <mi\.  La  norme  -'  néces- 

sairement divisible  par  p*,  <•!  comme  /  „  et  X,a  sont  premiers  entre  eux, 
la  norme  u.2a  ■    '>■] .  est  aussi  divisible  par  p1.  Donc,  d'après  ce  qui  pré 
ci*'* le,  les  entiers  complexes  proprement  dits  (X0-H  t*X(a)et  l  [x0     i ; 
appartiennent,  le  première  une  classe  déterminée  de  solutions 
le  second  à  une  classe  déterminée  <!<•   solutions  (yj,,  /_.  1  de  La  con- 
gruenec  (3).    Si    l'on  convient    de    dire   qu'un  entier  complexe  est 
congru  .1  zéro  suivant  un  module  entier  réel  Lorsque  sa  partie  réelle 
.•1  -.1  partie  imaginaire  sont  toutes  deux  divisibles  par  cet  entier  réel, 
un  peut  réunir  en  une  seule  les  deux  congrucm  qui  définissent 
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le  système  (çn  fj2)  et  écrire 

(23)  (>0+  il(,)(c{  -hî'ï2)  =  o         (modpy). 

De  même,  au  lieu  des  congrucnccs  (20),  ou  peut  écrire 
(XO  (^o-H  «V<a)(^o+  z'Xl2)=o         (mod/?Y). 

La  congruenec  (23)  montre  que  la  solution  (£,,  £2)  est  équivalente 
à  (X0,  —  X,,);  de  même,  la  solution  (•/],,  Y)2)  est  équivalente  à 
((/.„,  —  ij.i2).  Mais  la  congruence  (24)  montre  que  (ix0,  [x12)  est  équi- 
valent à  (X0,  —  Xl2).  La  condition  nécessaire  demandée  est  donc  que 
chacune  des  normes  XJ-hXJ2  et  [/.jj  -h  [xj2  soit  divisible  par/>T  et  que 
les  solutions  (u.0,  [x)2)  et  (X0.  —  X,2)  de  la  congruence  (3)  soient  équi- 
valentes. En  répétant  le  même  raisonnement  dans  l'ordre  inverse,  on 
voit  facilement  que  ces  conditions  nécessaires  sont  aussi  suffisantes. 
Nous  ferons  plusieurs  fois  usage  de  ce  lemme. 

On  peut  maintenant  former  un  entier  complexe  proprement  dit 
dont  la  norme  soit  égale  à  une  puissance  donnée  p^  d'un  nombre  pre- 
mier impair  et  qui  appartienne  à  une  classe  donnée  (l,,  Ç2)  de  solu- 
tions de  la  congruenec  (3).  A  cet  effet,  on  commencera,  en  suivant  la 
méthode  indiquée  plus  haut,  par  former  un  nombre  premier  complexe 
(p0  -h  zp,2)  dont  la  norme  soit  égale  à p  et  qui  appartienne  à  une  classe 
donnée  (£,,  £2)  de  solutions  de  la  congruenec  E* -h  E:;=o  (modyj). 
Nous  pouvons  considérer  la  solution  ÇÇn  t2)  de  la  congruenec  (3) 
comme  solution  de  la  congruence  £*-h  £3  =  0  (modjo);  ('£,,  '(2)  est 
alors  équivalent  à  (H,,  E2)  ou  à  (£,,  —  £2)  :  en  admettant  que  ce  soit  à 
(£n  £,)  nous  ne  faisons  aucune  restriction;  car,  si  c'était  à  (E,,  —  1.,  ), 
l'entier  complexe  (p0  —  ï'pl2)  conjugué  de  (p0  +  'P12)  appartiendrait  à 
la  classe  représentée  par  (E,,  E2)  et  'pourrait  être  substitué  dans  ce  qui 
suit  à  (p0  -+-  ï'p,2).  Ainsi,  en  considérant  les  congruences  suivant  le  mo- 
dule jo,  nous  pouvons  admettre  que  le  système  ('(,,  Ç2)  est  équivalent  au 
système  (^j,  £2)  et  que  le  système  ('(,,  —  (2)  est  équivalent  au  système 
(Çl5  —  £2).  On  formera  ensuite  les  puissances  succcssi\  es  de  (p0  -Mpl2); 
d'après  le  lemme  démontré,  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  ces 
puissances  ne  peuvent  être  toutes  deux  divisibles  par  p;  or  tout  au  lie 
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diviseur  premier  que  />.  commun  à  ces  deux  parties,  esl  impossible 
puisque  p*  -f-  p*2  =  />;  donc  elles  sont  premières  entre  elles.  De  plus, 
si  l'on  prend  les  congruences  suivant  le  module  />'■.  l'entier  complexe 
ne  peul  appartenir  qu'à  la  classe  représentée  par  le  sys- 
1,'n,  i  ou  à  la  classe  représentée  par  le  système  (£,,  —  £s)i  la 

onde  alternative  esl  impossible,  car  il  en  résulterait,  b!  nous  prenons 
les  congruences  suivanl  le  module  />.  que  Rentier  complexe  l  p,  ■+■  ip 
appartient  à  la  classe  représentée  par  l<-  système  (  ;,,  -    1...  )  équivalent 
;ni  s\ Btème  (  -, .       -'..  I :  tandis  que  la  congruence 

($,    •  -/:,.r        2Ï,  (?,+  «,)  (mod^p) 

montre,  au  contraire,  que,  les  congruences  étant  prises  suivant  le  mo 
dule  /',  une  puissance  quelconque  de  i  p0  -+-  ip4a  |  appartient  à  la  classe 
représentée  par  le  système  |  ;,.  ;_.  >:  «loue,  les  congruences  étant  prises 
suivanl  le  module  jd?,  l'entier  complexe  (p0-f- ip,2)T,  donl  la  norme 
esl  />'■'.  appartient  nécessairement  à  la  classe  représentée  par  le  système 

Soil  enfin  un  entier  impair  quelconque  ///.  ne  contenant  que  <1<'^  fac- 
teurs premiers  de  la  forme  <  \r -f- 1), 

///  =  pi  cf. . . . 

Pour  trouver  un  entier  complexe  donl  la  norme  soit  égale  à  ///  <-\  qui 
appartienne  à  des   classes  données   de   solutions   de  la  congruence 

<>.  prise  suivanl  les lulesn*,  cf nous  chercherons  les 

nombres  premiers  complexes  I  :n  -t-tpu  I,  I  ff»-!-  '7,_.  |, ...  appartenant 
aux  classes  correspondantes  de  solutions  de  la  congruence  \\  -+-  l\  <> 
prise  suivanl  les  modules  pt  y. . . .  <'i  nous  formerons  le  produit 

(Po+  '?«2)T(  ^0+  i*u  >'' =a-H  /A: 

nous  aurons  alors  <r-\-l>-  m  et  l'entier  complexe  proprement  <lii 
(<-/  4-  ib  »,  <l«>ni  les  deux  «-I <•  1 1 1< ■  1 1 1 >-  u  et  A  sont  incongrus  suivant  !•'  mo- 
dule ■■.  sera  le  1 ibre  complexe  entier  cherché. 

Si  l'entier  donné  ///  esl  Le  double  d'un  entier  impair  ne  contenant 
que  des  facteurs  premiers  <!«•  La  forme  \r  •   1,  nous  pouvons  appliquer 
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ce  qui  précède  à  rentier  —  et  former  un  entier  complexe  a'  -\-  ib'  dont 

la  norme  soit  égale  à  —  ;  mais  alors,  comme  (i  +  j)  est  un  nombre  pre- 
mier complexe,  dont  la  norme  est  égale  à  2,  le  produit 

(1  -+-  i)  (a'  -b  ib')  =  a  ■+-  ib 

est  Tentier  complexe  cherché  dont  la  norme  est  égale  à  m. 

Pour  tous  les  entiers  m  qui  peuvent  être  normes  d'entiers  complexes 
proprement  dits,  nous  avons  donc  trouvé,  et  représenté  comme  pro- 
duits de  nombres  premiers  complexes,  des  entiers  complexes  propre- 
ment dits,  dont  la  norme  est  m,  appartenant  à  toutes  les  classes  possi- 
bles. Nous  montrerons,  pour  terminer,  qu'en  multipliant  successivement 
les  entiers  complexes  proprement  dits  trouvés  par  chacune  des  quatre 
unités,  nous  obtenons  tous  les  entiers  complexes  proprement  dits  qui 
vérifient  l'équation  (1)  et  chacun  une  fois  seulement. 

Quand  un  nombre  complexe  entier  proprement  dit  (X0+  ^12)  cst 
donné  et  que  sa  norme  m  ou  la  moitié  de  sa  norme  est  égale  au  produit 
p^.q0...,  où  les  facteurs  premiers  impairs  p,  q,  ...  sont  nécessaire- 
ment de  la  forme  t\r  -f- 1,  on  peut  mettre  ce  nombre  complexe  entier 
sous  la  forme  d'un  produit  de  nombres  premiers  complexes  de  la  ma- 
nière suivante  :  on  cherche  d'abord  les  classes  de  solutions,  prises  sui- 
vant les  module py,  q°,  . . .,  auxquelles  appartient  le  nombre  complexe 
donné  (X0  -h  i'X12);  on  détermine  ensuite  les  nombres  premiers  com- 
plexes (p0 -h  i~kt2),  (cr0  -h  j'o",2),  ...,dont  les  normes  sont  p,  </,...,  et 
qui  appartiennent  aux  classes  de  solutions  correspondant  aux  précé- 
dentes, mais  prises  suivant  les  modules^,  q,  ...  (d'après  une  remarque 
faite  plus  haut,  ces  nombres  premiers  complexes  sont  déterminés  smi^ 
ambiguïté);  enfin  on  forme  le  produit 

que  l'on  multiplie  encore  par  le  facteur  (1  -h  /)  quand  le  nombre 
entier  m  est  le  double  d'un  nombre  impair;  on  obtient  ainsi  un  entier 
complexe  que  nous  désignerons  par  (a  -+-  ib). 

Le  lemme  démontré  et  ce  qui  précède  montrent  que  la  partie  réelle 
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cl  la  partie  imaginaire  du  produit 

< /„+-  />.,,)<  a  -  ib) 

sonl  toutes  deux  divisibles  par  m.  hune,  comme  la  norme  de  ce  produit 
csl  égale  à  in-,  ce  produit  lui-même  est  égal  à  l'entier  ///  multiplié  par 
l'une  des  quatre  unités  i,  —  i,  /,  —  i.  Si  ///  est  un  nombre  premier 
i  m  pair,  il  en  résulte  que  l'entier  complexe  i  X0  -+-  i"X,a  )  est  égal  à  I  une 
des  quatre  unités  multipliée  par  le  nombre  premier  complexe 
appartenant  à  la  même  classe  de  solutions  et  défini  sans 
ambiguïté.  Dans  le  cas  le  plus  général,  l'entier  complexe  proprement 
d'il  donné  i  /„■•-//.,...  i  est,  de  même,  égal  à  l  "  1 1 1 1  «  ■  <li-s  quatre  unités 
multipliée  par  le  produit  (l<-  nombres  premiers  complexes  définis  sans 
ambiguïté  <•!  entièrement  déterminés,  sauf  toutefois  l'ordre  dans  1  <  •<  ]  1 1  *  '  l 
ils  sonl  rangés  dans  le  produit.  Ceci  montre  que  nous  obtenons  bien, 
par  le  procédé  indiqué  plus  haut,  tous  les  entiers  complexes  propre- 
ment dits  vérifiant  l'équation  i  i  |;  chacun  de  ces  entiers  complexes  est 
ini>  de  toutes  les  manières  possibles  sous  forme  <!«•  produit  de  nombres 
premiers  complexes  si  l'on  range  ces  nombres  premiers  complexes  de 
toutes  les  manières  possibles.  Le  nombre  d'entiers  complexes  pro- 
premenl  dits  que  l'on  obtient  ainsi  esl  égal,  comme  <>n  le  voil  immé- 
diatement, à  '|.'".  où  //  désigne  le  nombre  de  facteurs  premiers  im- 
pairs  différents  contenus  dan-  ///. 

(  >  1 1  conclut  d<is  relations  (7)  du  ?i  I  que  toutes  les  substitutions 
rationnelles  <  I  <  •  1 1 1  le  déterminant  esl  égal  à  -+-  i,  qui  transforment  une 
somme  de  deux  carrés  «ai  elle-même,  conduisent  à  un  entier  complexe 

propre ni  dit    *  (  "/.„  -+-  iXja);  on  obtient  donc  toutes  ces  substitutions 

en  donnant  dans  les  équations  (14)  du  §  I 

_    0  —   1  a  ,  i"ii 

rj-  11       -    a^  -i  —   ~  :  *|J  y2  1   —    \  1    ,     -  t     » 

/.  0     ,     '  |  .  '•  ,  j 

à  /  „  el    à  X,j   toutes  les   valeurs   entières  possibles  pour   lesquelles 

/  / , .  »  «--i  nu  entier  complexe  proprement  dit.  <  h\  peul  facilement 

onnattre  <\.\w-  quel  cas  les  deux  numérateurs  <'i   l«'  dénominateur 

expressions  ont  un  diviseur  commun.  Ce  diviseur  doit 

également  diviser  2  X||  et  2X*a;  donc,  comme  XQetX,j  cl,  par  suite  aussi, 
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Ay  et  X2{2  sont  premiers  entre  eux,  ce  diviseur  commun  ne  peut  être  que 
l'un  des  deux  nombres  i  ou  2.  Lorsque  X*  4-  Xia  est  un  entier  impair, 
le  numérateur  X„  —  X*2  de  a, ,  est  impair;  lorsque  X*  -h  X^2  est  le  double 
d'un  entier  impair,  Xjj —  X,2  est  pair;  le  numérateur  2X0XI2  de  al2  est 
évidemment  toujours  pair.  Pour  les  valeurs  de  X0  etX)2,  pour  lesquelles 
le  dénominateur  est  un  nombre  impair,  il  n'y  a  donc  pas  d'autre  divi- 
seur commun  aux  deux  numérateurs  et  au  dénominateur  que  l'unité. 
Pour  les  valeurs  de  X0  et  X12  pour  lesquelles  le  dénominateur  est  pair, 
le  diviseur  commun  est  le  nombre  2  ;  on  peut  simplifier  et  le  dénomi- 
nateur réduit  est  alors  un  nombre  impair  comme  dans  le  cas  précédent . 
Ainsi  les  coefficients  de  toute  substitution  rationnelle  qui  transforme 
une  somme  de  deux  carrés  en  elle-même  ont,  comme  dénominateur 
commun  réduit,  un  nombre  entier  impair  dont  tous  les  facteurs  pre- 
miers sont  de  la  forme  [\r  4- 1 . 


III. 

Transformation  réelle  d'une  somme  de  trois  carrés  en  elle-même 
et  définition  des  quaternions. 

Si  une  substitution  linéaire  à  coefficients  réels  a,,,  a,2,  a13;  a2l,  a22, 
a23;  a3),  a32,  a33,  qui  représente  les  variables  réelles  xt,  x.2,  x^  en 
fonction  des  variables  réelles  yn  y21  y3,  transforme  la  somme  des 
carrés  des  premières  variables  dans  la  somme  des  carrés  des  dernières, 
on  a,  à  la  fois,  les  équations 

(1)  o?2==  x»tyt  +  *t»ya+*„y» 
!  x.,  =  a3ly,  H-  y.,.2y2  -+-  a33  v:l, 

(2)  a?J+  #2  +  a?2  =7;  +7=  +  y\. 

Le  déterminant  de  substitution  ne  peut  alors  être  égal  qu'à  -+- 1  ou 
à  —  1  ;  supposons-le  égal  à  -h  1.  L'équation  (2)  est  évidemment  encore 

vérifiée,  et  la  valeur  du  déterminant  ne  change  pas  si,  au  lieu  de  la 
substitution  (1),  nous  en  employons  une  autre  déduite  de  (1)  en  mul- 

Journ.  de  Math.  (4e  série"),  tome  II.  —  l'asc.  IV,  1886.  5l 
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tij)li;ini  par  l'unité  négative  deui  quelconques  des  trois  colonnes  de 
coefficients. 

De  chacun  des  quatre  systèmes  ainsi  obtenus,  od  peul  déduire  un 
nouveau  système  en  ajoutant  l'unité  à  tous  les  éléments  de  celle  des 
diagonales  du  déterminanl  de  substitution  correspondant  qui  joint  le 
premier  élément  à  gauche  au  dernier  élémenl  à  droite.  Les  détermi- 
nants de  ces  quatre  nouveaux  bj  sternes, 


«H 

-h  i 

«tj 

«u 

y..,  | 

«M 

-h  1 

«SI 

«1  I 

3t,a 

«11+  I 

«h 

-h  i 

— 

«il 

~  «Il 

a2l 

«23 

H-  i 

"~  «23 

«Si 

— 

«3  2 

—  «33+1 

—  «n 

-h  i 

«1  2 

*  1  | 

a_, , 

K2S 

+  i 

—  «SI 

—   «31 

—  «11+    1 

«H 

-h  i 

>H 

«Il 

«  1 1 

— 

y  :  1 

-h  i 

—  a„. 

a  .  . 

Ï..+  1 

sont  respectivement  égaui  à 

m  2  -h  2 a,,  ■+■   iasa 

i 

i 


2  a 


2«n"      2«n 

2aH  -h  2a._,       20 

2«||  2«21  ■'*:«..  : 


on  le  voit  facilement,  en  tenant  compte  de  ce  que  chaque  élément  du 
déterminanl  est  égal  au  mineur  correspondant.  La  somme  de  ces 
quatre  valeurs  h.iiii  égale  au  nombre  8,  l'un  au  moins  des  quatre 
déterminants  a  une  valeur  différente  de  zéro.  Cette  remarque  permet 
de  supposer  <|n.'  le  »\  stème  donné  de  coefficients  x,,,  se,, y     esl 
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Lel  que  la  valeur  du  déterminant  (3)  correspondant  est  différente  de 
zéro.  Nous  ferons  cette  hypothèse  dans  tout  ce  qui  suivra. 
Les  équations  (t)  donnent  immédiatement 


J  31 

%  1 


xi+y*  =  (au  +  i).X,  +  a12j24-  at3y 

(5)        j  x2-+-y2  =  a2,yf  +  (a22-t-  i)y2-h  <z2iy 

\   x,+y,=  a81y,-f-  a32y2-f-  (a„-t-  i)y„ 

et,  comme  le  déterminant  (3)  n'est  pas  nul,  on  peut  tirer  de  ces  équa- 
tions, sans  ambiguïté,  yny2  et y3  en  fonction  de  x,  -+-yn  x2+y2  et 
x3  -+-y3.  On  obtient,  par  suite,  les  différences  x ,  —yA,  x2  —  y2,  x3  —ya 
exprimées,  sans  ambiguïté,  en  fonction  des  sommes  x{  +  y,,  x.,-t-y2, 
x3  -hy3-  Il  vient 

„    _  («n— «8i)(^»H-^8)  +  («n— »3i)(^3-l-.V8) 

J  1  + «11+ «22+  «33 

;      x      _    y      _    («21—  «12)(J-1+Ji)   +   («83—  «3a)(j?3-t-,V3) 
>  2  ^*  I  "H  «U  +  «22 +«38 

^      _  _    («31—  «is)  {*X  +  .Vi)  +  («32—  «2.3)  (-gg  +  .Vs)  < 

On  peut  représenter  les  coefficients  qui  paraissent  dans  ces  relations 
(ils  forment  un  système  gauche)  par  des  fractions  ayant  un  dénomina- 
teur quelconque  différent  de  zéro.  Nous  poserons 

T5'         ^12  + ^21  =  o> 

=  ¥>  X13H-X3)=0, 

fïn  +  ^  +  a.»  A0  ,3  ,! 

-  -T^J  X,3+  X-,«  =  o. 

*      ï  +  «11  H-  «22 +«33  A„ 

Au  lieu  des  équations  (G),  nous  pouvons  alors  écrire  simplement 

(    >r>    __  1/    _    Al 2  (  ^2  +  .>'»  )  +  A 1 3  (  -r 3  +  y 3  ) 

x \    y  \  — 


«12  — 

«21 

I  + 

«11  + 

«22  + 

«33 

«13  — 

«81 

I  + 

«11  + 

«22  + 

«33 

«2  3  — 

«32 

(8)  \  x2—ya 


X0 

A2l(-yi+.Vl)  +  A23(^3  +  ,r3) 

xn 


_  A3,(.r,+,yi)  +  X3.2(.r2-t- y.2) 

X3  J3  } 

'•n 
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"ii  encore,  en  multiplianl  par  >.„. 

(    '  -    '',  +  >,,'-,    :-  >31'\,       X,  .)',  -    /,,r:       >  , 
(9)         ■  X,aar,   •  >„  a?a      X„a?,    =  à2ij,  -hXa   \  ,      X,   \   . 

'1  ,    '',       Xa,  /  .       /„    /■,       > .., y{       )      1  ,       /„  y  . 

Dans  ce  système  d'équations  linéaires,  le  déterminant  des  coeffi- 
cients des  premiers  membres  esl  égal  au  déterminant  des  coefficients 
des  seconds  membres;  la  valeur  co mne  de  ces  deux  déterminants 

«•-1 

(9*)  *•(*!  •  >-;\  •  >;\  ■  x;,). 

Si  I  "ii  ajoute  les  trois  équations  <  9  1  multipliées  respectivement  par 
/   ,./,,.  «m  obtient,  en  divisant  les  deux  membres  par  >.„  qui  esl 
différent  de  zéro,  l'équation 

'  '"  '  vi       '  m  x%   ■    'm1':       X2,y4  4-  A,,  r.  +  Xlty,. 

En  joignant   cette  équation  aux  équations  (9),  on  a  un   système 

«le  quatre   équations  dans  lequel  chacu les  six  colonnes  contient 

les  mêmes  quatre  éléments  >.„,  a,,,  X,„  Xa  .  seulement  dans  an  ordre 
différent  el  avec  des  signes  parfois  différents.  Ajoutons,  d'une  part, 
les  quatre  premiers  membres  de  ces  équations,  multipliés  le  premier 
par  l'uni  té,  les  trois  suivants  par  des  symboles  jis,  ilt,  i2f;  d'autre  part, 
les  quatre  Beconds  membres  de  ces  équations  multipliés  dans  le  même 
ordre  par  l'unité  el  les  mêmes  Bymboles;  el  demandons-nous  s'il  ne 

sérail  pas  possible  de  sou ttre  les  symboles  ilai  /,,.  /. ,  à  des  règles 

de  calcul  telles  que  lès  deux  sommes  obtenues  pussent  être  mises  bous 
forme  de  produits  de  deux  facteurs.  Pour  que  la  première  Bomme  soil 
égale  au  produit 

1111  «  *  »   ■    '11^11  '-  '.:./,  1       t'n^n  "  x\  ■+   *%%*%   '■    'i  .'',  I 

«•i  que  la  seconde  somme  soit  égale  au  produit 

•     ■       '       «I»    Kl      :       ',,'■:    M    A„  /,//.,,  /,,/,,  |MXtJ    >, 
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il  faut  et  il  suffit  que  les  symboles  i(2,  i(3,  i23  vérifient  les  relations 


(i3) 


*;.=- 

I, 

hz  =  ~ 

-i; 

^(2^13  = 

*23) 

li2 l23  =  - 

1I31 

^13^12  ^= 

l23j 

l23  ll2= 

^«  3  ? 

^f  3  ^23  ^i 

tan   11  1    '  Il 


Pour  que  les  symboles  vérifient  en  outre  la  loi  d  ' associativité ,  c'est- 
à-dire  pour  que  l'on  puisse  grouper  d'une  manière  arbitraire  les  divers 
facteurs  d'un  produit,  sans  toutefois  changer  l'ordre  de  ces  facteurs,  il 
faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

(.3*)  «.  =  -i. 

Si  nous  supposons  enfin  que  les  symboles  soient  liés  par  les  rela- 
tions 

\  *  "-U  ?  2  I  =  l\-ll  '  3  )  =  ^  1  3  ■>  '  3  2  =  ^23? 

nous  pouvons,  sans  rien  changer  aux  relations  précédentes,  permuter 
les  indices  1,  2,  3  des  symboles.  En  posant 

(i5)  î=i\v        j  =  h*t         k  =  — 113, 

nous  observons  que  les  relations  établies  sont  identiques  aux  règles  de 
calcul  que  Hamilton  a  introduites  pour  les  unités  des  quaternions;  l'ex- 
pression 

(16)  X0  -1-  /(2Xl2-f-  ifsXlt  +  /23X23 

devient  alors  le  quaternion 

(17)  x0  + iX)2  +  yx23  + ax3). 

On  peut  condenser  les  règles  de  calcul  données  parles  relations  (1 3), 
(i3*)  et  (i4)>  en  supposant  que  les  unités  tla,  i18,  i23  soient  formées  à 
l'aide  de  trois  symboles  primitifs  kn  /f2,  k3  de  la  manière  suivante, 

(18)  &i2  —  ktk2l         it3  =  ktk3,         'm^/ùA':,, 


3o8 
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que  ht  loi  d'associativité  <iii  lieu  pour  ces  trois  symboles  primitifs, 
«•i  enfin  que  Von  <iii 

(19)  Poura  =  6,     kakh  =  —  1  (a,  £==i,  2,  3), 

(20)  Poura      A.     *«**  =  —***«        (0,6  =  1,2,  3 

Ceci  posé,  égalons  les  deux  expressions  (u)  et  (12)  déduites  des 
premiers  el  des  seconds  membres  des  <•< juji ii< )ii- 1  <>  1  ri  <  m  >.  En  intro- 
duisant les  symboles  À,  À,,  V  Y,  définis  par  les  équations 

\  \      i**\*      '13/-. 3-+-  '2:.^s.i  =  A,         apl  +  i,aapt+  *',,#,  =  X, 

il   \  icnl 

AX  =  VA,. 

Les  équations  1  9  1  eti  10  1  sonl  condensées  dans  L'unique  équation  sym- 
bolique 

U  résulte  immédiatement  des  règles  de  calcul  posées  pour  les  trois 
symboles  /,.,  /,.,  /,.  que  le  produit  de  deux  quaternions  est  un  qua- 
ternion;  qu'en  intervertissant  l'ordre  des  facteurs,  le  produit  c'est  plus 
le  même;  qu'en  faisant  le  produit  de  plusieurs  quaternions,  la  loi  d'asso 
ciativité  a  lieu;  enfin  que,  >i  l'on  oomme  quaternion  conjugué  <m 
quaternion  A  le  quaternion 

l  ■'  ;  I  A     =^o-+-*tAia-t-i„X„+  r„X„ 

.•1  norme  du  quaternion  A  le  produit  AA    du  quaternion  A  par  son 
conjugué  A  ',  on  a 

(*4)  ^A  =  XJ      Xf,  :   a;;  W     ; 

le  quaternion  conjugué  de  A   est  manifestement  A,  et  l'on  a 

K  A  =  yz,  A . 

L'expression  que  nous  venons  de  trouver  pour  cette  norme  est  le 
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second  facteur  du  déterminant  (9*).  {Comparez  Hamilton,  Lectures 
on  Quater nions,  p.  87.) 

En  prenant  comme  point  de  départ  une  substitution  (1),  pour 
laquelle  le  déterminant  (3)  n'est  pas  nul,  nous  sommes  parvenus  à 
l'équation  symbolique  (22),  dans  laquelle  10  est  différent  de  zéro.  Si 
nous  prenons  inversement  comme  point  de  départ  un  qualernion  quel- 
conque À  dont  la  partie  réelle  \0  soit  différente  de  zéro  et  si  nous  for- 
mons, à  l'aide  de  ce  quaternion,  une  équation  (22),  nous  en  déduisons 
les  équations  (9)  et  (10)  correspondantes,  et  l'équation  (10)  est  une 
conséquence  des  équations  (9).  Mais  ces  équations  (9)  nous  montrenl 
immédiatement  que  l'équation  (2)  est  vérifiée,  et,  comme  le  détermi- 
nant (9*)  est  différent  de  zéro,  nous  obtenons,  en  résolvant  les  équa- 
tions (9)  par  rapport  à  xn  x.2,  x%,  une  substitution  (1)  entièremenl 
déterminée;  son  déterminant  est  d'ailleurs  égal  à  -hi.  Cette  substi- 
tution, qui  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  Euler,  est  la 
suivante  : 


r     _    Âû  A12  À13  -+-  ^23    ,. 

A  0     '      "l2T  ''13'      A  2  3 

2(X0X12  —  Xi3X23)  s(XuX|3h-X,2X2:i) 

-|_  x 2  -4-  X 2    +),2   -4-  ) 2    y  -  )  2  _,    )  2     ,    )  2     ,   )  2   y%  : 

A0^''12  +  Al:)^A23  A0+''l->+''l:i+A2:j 

_    2(—  X0X12—  X,3X,3) 

- —  x--f-x2  -+-x2  +x2  y* 

.        AÔ  ^1  2  ~+~   A13  A23    ,.         ,  2( A„X23  X|2  X|3  ) 

~+      X2  +  X2     H-  X2     -4-  X"     '  2  X*  -4-  X*     -4-  )  2     -4-  )  2     y  3  ' 

A0  -r  A12  -t-  A,3     I      A.,:j  A0^A12^A13+   A23 


(25) 


x    _     a(— X0X13-4-X„X2>) 

3        À24-X22+X23  +  X23^' 

a(X,xt,-x„x„)  x;+x;,-x;,-àî, 

On  la  trouve  dans  le  Mémoire  d'Euler,  intitulé  :  Problcma  aise- 
braicum  ob  affectioncs prorsus  singulares  memorabile  (N.  Connu., 
XV,  p.  75,  1770;  Exliib.,  1770,  Mart.  5,  Connu,  ar.,  I,  p.  /i-7)- 
Dans  une  Note  publiée  parmi  ses  (  )Euvrcs  posthumes  dans  le  Tome  III 
de  ses  Œuvres  complètes,  et  intitulée  :  Bemerkungen  zu  einer 
Abhandlung  Euler's  ûber  die  orthogonale  Substitution,  Jacobi  a 
montré  un  intérêt  particulier  pour  ce  Mémoire  d'Euler. 
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Le  déterminant  |  3  >.  correspondant  à  la  substitution  I  a5  i,  esl  égal  à 


v;i  valeur  esl  «loue  différente  de  zéro. 

\in>i  tous  les  quaternions  A.  dont  la  partie  réelle  X0  est  différente 
de  zéro,  non-  ramènent  à  des  substitutions  linéaires  |  i  ),  à  déterminant 
h-  i ,  pour  lesquelles  le  déterminant  i  3  »es1  différent  de  zéro. 

Comme  on  peut  déduire  une  substitution  (  i  ),  de  déterminant  -+-  i, 
à  déterminant  i  3  i  différent  de  zéro  et  telle  que  l'équation  |  a  I  soil 
encore  vérifiée,  en  changeant  les  signes  des  coefficients  de  deux  des 
colonnes  d'une  substitution  |  i  >  donnée,  on  obtient  toutes  les  substitu- 
tions i  i  I  considérées  en  composant  les  substitutions  |  i  i  obtenues  jus- 
qu'ici avec  celles  qui  ont  simplement  pour  effet  de  changer  les  signes 
des  coefficients  de  deux  colonnes.  Les  signes  de  la  deuxième  et  de  la 
troisième  colonne  -<>ni  changés  pur  la  substitution 

yK  =  z  | ,         \  .  z% ,         |  -  . 

que  Ton  |»''iii  remplacer  par  l'équation 

'  ■-';  I  h*(yi  ■+■  h*y*+  l'r.O'3  )  =  (*■  ■+■  *i»*a  +  *n*i  >«a«- 

Les  signes  de  la  première  <•!  de  la  troisième  colonne  -<>m  changés 
par  une  substitution  que  l'on  peut  remplacer  par  I  équation 

ei  les  signes  de  la  première  el  delà  deuxième  colonne  sont  chan| 
par  une  substitution  que  l'on  peut  remplacer  par  l'équation 

Ci-,,)     ',.'1,       iii/iH    l'ia/i)     s(*i-+- *n*i+  *u*t)<       'it). 
En  posant 
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et  successivement 

(29)  ï        • 

on  peut  écrire  ces  équations  (27),  (27^),  (27^), 

(30)  IY  =  ZI(, 

et  comme,  d'après  la  relation  (22),  A.X  =  YA,,  on  a.  en  combinant 
les  relations  (22)  et  (3o)  et  en  faisant  usage  de  la  loi  d'associativité, 

(3i)  IAX  =  ZI,A( 

Cette  relation,  qui  se  déduit  de  la  relation  (22)  en  y  remplaçant  À 
par  I  A,  jointe  à  la  relation  (22),  représente,  d'après  ce  que  nous  avons 
observé  tout  à  l'heure,  toutes  les  substitutions  (1)  considérées  qui  vé- 
rifient les  équations  (2),  et  dont  le  déterminant  est  égal  à  -4-  ï .  Or  un 
quaternion  A  dont  la  partie  réelle  est  différente  de  zéro  devient,  lors- 
qu'on le  multiplie  par  I  =  ï23,  ï3n  z',2,  un  nouveau  quaternion  donl  la 
norme  n'a  pas  changé  et  dont  le  coefficient  de  ï23,  /.,,,  ii2  est  succes- 
sivement différent  de  zéro;  les  quaternions  A  et  IA,  qui  paraissent 
dans  les  équations  (22)  et  (3 1),  représentent  donc  tous  les  quaternions 
dont  l'un  au  moins  des  coefficients  est  différent  de  zéro,  c'est-à-dire 
tous  les  quaternions  dont  la  norme  n'est  pas  nulle.  On  pourra  donc 
remplacer  l'ensemble  des  relations  (22)  et  (3i),  où  la  partie  réelle  X0 
du  quaternion  A  est  supposée  différente  de  zéro,  par  l'unique  rela- 
tion (22),  en  convenant  de  ne  plus  soumettre  le  quaternion  A  qu'à  la 
restriction  d'avoir  une  norme  différente  de  zéro. 

Ainsi  la  relation  (22),  dans  laquelle  A  désigne  un  quaternion  quel- 
conque dont  la  norme  n'est  pas  nulle,  représente  toutes  les  substitu- 
tions linéaires  considérées.  Les  équations  (25)  ont  maintenant  lieu 
pour  des  valeurs  réelles  quelconques  données  à  X0,  X,2,  A,3,  X23,  le  sys- 
tème 

A0  =  X ,  o  =  X ,  3  =  X23  =  o 
étant  seul  exclu. 

Journ,  de  Math.  (4e  série),  tome  II.  —  Fasc.  IV,  1886.  ^2 
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\  l'aide  d'un  quaternion  quelconque  dont  la  aormc  n'est  pas  nulle, 

(3a)  |*«  +  i,i|x,j+  «is Pi»-*-  «m|*m=M, 

formons  la  relation  analogue  à  |  32), 

(33)  MY  =  ZM„ 

;-,  laquelle  correspond  une  substitution  linéaire,  semblable  à  (  1  >.  nous 
permettant  de  passer  des  variables  réelles  r,.  \,.  r,  aux  variables 
réellei  sf,  --,.  *a.  Si  nous  tenons  compte  de  la  loi  d'associativité,  les 
relations  |  22)  cl  (  33)j  multipliées  membre  à  membre,  nous  donnent 
mu-  nouvelle  relation 

MAX      /M,  A,. 

Les  deux  substitutions  linéaires,  appliquées  successivement,  ont 
donc  pour  effel  d'introduire  le  produit  M  A  des  quatcrnions  correspon- 
dant à  ces  deux  substitutions  linéaires.  On  voil  sans  difficulté  que  l«- 
conjugué  de  MA  est  A/M  :  la  norme  du  produit  MA  esl  donc  égale 

à  MA  A  M  .  c'est-à-dire  à  M  fcl  A  >M   ou  a  »:,<  M  »  fc<  A  ». 
I  )<•  l'équation 

I  ;-,  |  MA  »       fct  M  I  Rit  A  ». 

on  déduit  immédiate ni  que  I"  norme  d'un  produit  de  quaier nions 

est  égale  <m  produit  des  normes  <l<'  ces  quatcrnions.  <  lomme  a&t  M  1 
cl  &(M)  Boni  supposés  différents  de  zéro,  K>(  MA  |  esl  nécessairement 
différent  <l<-  zéro.  •!<•  ne  voudrais  pas  manquer  de  Caire  observer  ici  que 
l'équation  1  (5)  est,  au  fond,  identique  au  théorème  de  l'art.  93  du 
Mémoire  d'Kuler  :  Demonstratio  theoremaiis  Fermatianif  etc.,  que 
j'ai  cité  ''ii  commençant,  el  que  si  l'on  se  propose  de  parvenir,  par  mul- 
tiplications, du  théorème  d'Euler  à  l'équation  I  35  ».  on  obtient  les 
règles  du  calcul  des  quatcrnions.  I  Comparez  Hamilton,  <  ouvrage  cité, 
Préface,  p.  17.» 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  jusqu'ici,  chaque  quaternion  A  ap- 
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partient  à  un  ensemble  de  quaternions,  avant  tous,  aux  signes  près, 
mêmes  coefficients  de  i,  z12,  it3,  ï2S,  et,  par  suite,  ayant  tous  même 
norme.  Les  quaternions  qui  appartiennent  au  même  ensemble  peuvent 
être  répartis  en  groupes  semblables  à  ceux  que  Gauss  a  introduits 
pour  les  quantités  complexes  (a  -+-  bi)  dans  son  célèbre  Mémoire  sur 
les  restes  biquadratiques.  Celles  des  huit  quantités  ±  (a  ±  bi)  avant 
mêmes  éléments  réels  a  et  b,  que  Ton  obtient  en  multipliant  successi- 
vement l'une  d'entre  elles  par  les  quatre  unités  i,  —  i,  /,  —  z,  sont 
dites  associées,  tandis  que  celles  qui  ont  même  partie  réelle  et  des 
coefficients  de  i  égaux,  mais  de  signes  contraires,  sont  dites  conju- 
guées. Si  l'on  remarque  qu'à  chaque  quaternion  À  correspond  une 
substitution  (i)  bien  déterminée  par  la  relation  (22)  et  qu'au  quater- 
nion —  À  correspond  la  même  substitution  (1),  on  [est  amené  à  répar- 
tir en  groupes  les  quaternions  d'un  même  ensemble  d'après  les  chan- 
gements que  ces  divers  quaternions,  substitués  successivement  dans 
l'équation  (22),  apportent  à  la  substitution  (1).  Nous  avons  déjà 
observé  qu'en  changeant  A  en  IÀ  on  changeait  les  signes  des  coeffi- 
cients des  deux  colonnes  désignées  parles  indices  du  symbole  i  auquel 
est  égal  I  ;  il  y  a  8  quaternions  qui  sont  ainsi  liés  entre  eux.  Les 
quaternions  d'un  même  ensemble,  ayant  même  partie  réelle  X0,  sont 
également  au  nombre  de  8;  on  peut  les  mettre  sous  la  forme 


A'  =  ~k0  —  i{2  X(2  —  ^3^3—  72;,  X2S, 

A-,     =   X0  —    i',2^12  —    li3  ^13  +   *23^23    = 
A-'i    =   ^0+   '(2^12+   *I3^!3  —    '-23^23    = 

A2  =  X0  —  tr2  ~krî  -+-  ï,  3  X,  3  —  i23  X28  = 

A'     =   X0  H-   7I2  ^12  —    'l3  ^13  ■+"    ^23  X2; 


A, 


X<)  +    '(  2   ^1  2  ^13^)3  ^2  3  ^2  3    = 


A'3  =  X0—  «,2X,/-f-  Î,3X,3  -h  î23X23  = 


2  3  ^  *-    '  3  2  • 
23  A    l32  , 

13^^311 

A'  i 

1 3 i  *-  '31 1 

1 2  A.  i , 1  . 
,aÀ'*21. 


En  passant  de  A  à  A/f  (k  =1,2,  3),  la  A'""'  ligne  et  la  A''"'0  colonne 
des  coefficients  de  la  substitution  (1)  changent  de  signe.  En  passant 
de  A  à  A'  ou  de  AA  à  A^  (k  =  1,  2,  3),  les  lignes  et  les  colonnes  de 
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même  rang  son!  transposées.  L'ensemble  des  quaternions  que  l'on  ob- 
tient en  combinanl  ces  deux  genres  d'opérations 'comprend  64  quater- 
nions; il  j  a  32  substitutions  linéaires  corres] lantes;  on  les  obtienl 

toutes,  à  l'aide  de  l'une  d'entre  eUes,  en  faisan!  subir  à  ses  lignes  el 
colonnes  les  changements  que  non-  venons  d'indiquer,  combinés  (!«• 
toutes  les  manières  possibles. 

IV. 

Quaternions  entiers  et  classes  de  solutions  de  la  congruence 

:;  +  :'  +  ^   =o     (mod/>Y). 

Je  considère  maintenant  spécialement  les  quaternions  donl  les 
quatre  éléments  réels  "/.„.  /,..  >.1;.  X„  Boni  des  nombres  entiers  ;  on 

nomme   ces   quaternions  :  quaternions   entiers.    La    réparti ti< n 

groupes,  dont  non-  venons  de  parler,  va  ici  nous  être  •lune  grande 
utilité. 

l'.nir  que  la  norme  d'un  quaternion  entier 

A       '/„   h  ii2\3  \-  i,8X,,-l-ijS 

-ni  égale  à  l'unité,  il  faut  que  l'un  <!<•  ses  quatre  éléments  réels  -<»ii 
là       i  '•!  que  les  trois  autres  soient  nuls.  Il  n'j  a  donc  que  8  qua- 
ternions entiers  donl  la  norme  esl  égale  à  l'unité;  ce  son!  les  quater- 
nions 

±i,     ±  /,,,     ±  i,„     ±  i 

que  l'on  nomme  unités.  Si  I  désigne  l'une  quelconque  'I'1  ces  8  unités, 
«m  a  l'équation 

IA  )      Kt(A  >, 

dont   il  .i  déjà  été  fait  usage  plus  haut. 

(  )n  peul  d'abord  démontrer  que  les  8  quaternions  entiers  IA  -oui 
ion-  inégaux,  pourvu  que  la  norme  K,  <  A  |  soit  différente  de  zéro.  Si 
l'on  avait,  en  effet,  l'égalité 

I     A       IA, 
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dans  laquelle  I(a)  et  I  désignent  deux  unités  différentes,  on  aurait  aussi 

(IW-I)A  =  o 
et,  par  suite, 

2&(l{a>  -  I)^A  =  o; 

donc,  comme  j&À  n'est  pas  nulle,  il  viendrait 

IW  -  I  =  o, 

et  l'unité  I(ft)  ne  serait  pas  différente  de  l'unité  I. 

Je  nommerai  quaternion  entier  proprement  dit  tout  quaternion 
entier  dont  les  quatre  éléments  A0,  Xl2,  Xu,  X23  n'ont  pas  de  diviseur 
commun,  et  quaternion  entier  impropre  tout  quaternion  entier  dont 
les  quatre  éléments  X0,  X,2,  X13,  X23  ont  un  diviseur  commun.  La 
norme  d'un  quaternion  entier  proprement  dit  ne  peut  être  qu'un 
nombre  entier  impair  ou  le  double  ou  le  quadruple  d'un  nombre  entier 
impair.  Si,  en  effet,  cette  norme  est  paire,  il  faut  que  deux  des  entiers 
X0,  X,2,  X13,  X23  soient  impairs  ou  que  ces  quatre  entiers  soient  tous 
impairs;  or,  dans  le  premier  cas,  la  norme  est  un  entier  de  la  forme 
\r  -h  2  et,  dans  le  second  cas,  la  norme  est  un  entier  de  la  forme 

8r-h4- 

Si  un  quaternion  entier,  dont  la  norme  est  un  nombre  premier,  esi 
le  produit  de  deux  quaternions  entiers,  l'un  de  ces  derniers  a  néces- 
sairement pour  norme  le  nombre  premier  lui-même,  tandis  que  l'autre 
a  pour  norme  l'unité  et  est,  par  suite,  égal  à  l'une  des  huit  unités  (2). 
On  peut  ainsi  considérer  chaque  quaternion  entier,  dont  la  norme  est  un 
nombre  premier,  comme  irréductible  et  dire  qu'il  est  un  quaternion 
premier. 

Supposons  que  l'on  nous  donne  un  quaternion  entier  proprement 
dit  À;  soit  m  la  norme  de  ce  quaternion;  désignons  par  p  l'un  quel- 
conque des  facteurs  premiers  impairs  de  m  et  soit /?Y  la  puissance  à 
laquelle  parait  p  dans  m.  Comme  le  quaternion  donné  est  un  quater- 
nion proprement  dit,  les  quatre  nombres  entiers  X0,  X,2,  X,3,  X23  ne 
sont  pas  tous  les  quatre  divisibles  par/?;  on  peut  donc,  quel  que  soit 
le   quaternion  entier  proprement  dit  donné  A,   toujours  trouver  un 
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quaternion  I  A  «Ion!  la  norme  -"il  aussi  égale  à  m  et  donl  la  partie 
réelle  |  le  coefficient  de  l'unité  réelle  |  ne  soil  |»a>  divisible  par  />  :  mais 
alors  rien  n'empêche  de  supposer  que,  déjà  dans  le  quaternion  entiei 
proprement  dit  donné,  le  nombre  entier  X0  ne  -"il  pas  divisible  par  />. 
I  tans  cette  li\  pothèse  on  peul  former  le  système  de  congruences 

>„  Ê,  -'/.,,1,-h'/     :       «> 
i  j  |  /,,:,-->.„  ÊaH-XjjS,      o,       (mod/ 

>.,.;,  +■  >._,,:,  ■+-  X0  ;.,     -o, 

et  montrer  que  ce  système  est  vérifié  par  des  nombres  entiers  £n  :  . 
non  divisibles  tous  trois  par  />.  A  cel  effet,   formons  le  système  des 
mineurs 

/  A,,,  X,,  —  Xia  X0;     X,a  Xj  |  —  XM  >.„  : 

.1         i   /  ,    X3,  —  X21  /.,,  :      XJ  -h  Aj,  ;  /  ,  .  X2,        /. .  ;  /.„  : 

/  , ,  >. ,  ,  —  '/. , ,  A„  :      X, ,  X1S  —  X    .  >.„  :      XJ  -h  XJa. 

Si  1rs  trois  sommes  de  carrés  qui  paraissent  dans  l'une  des  diagonales 
de  ce  tableau  <  5  )  étaient  divisibles  par  p,  comme  l'on  a 

(6)  XJ  H-  XJa  H-  X*s  -H  X*a       ///. 

les  sommes  de  carrés 

h  XJ,,     XJa-t-  XJ,,     /         > 

seraient  aussi  divisibles  par  p ;  mais  alors  les  nombres  entiers 

.     2XJ,,     aXJ,,      •/ 

seraient  eux-mêmes  ili\i-il>lcs  par  />.  et,  par  suite,  />  étant  impair,  l«'s 
quatre  entiers 

contiendraient  /'  simultanément,  ce  qui  n'est  pas.  Chaque  ligne  du 
tableau   (5)  nous  fournil  trois  entière  ,   :  ,  vérifiant   les  con 
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gruences  (4);  comme  l'une  au  moins  des  trois  sommes  de  carrés  qui 
paraissent  dans  le  tableau  (5)  n'est  pas  divisible  par  p,  la  ligne  dans  la- 
quelle paraît  cette  somme  de  carrés  nous  fournira  trois  entiers  !;,,  ^2,  £,, 
qui  ne  seront  pas  tous  trois  multiples  de  p.  Si,  par  exemple,  Ajj  -4-  X'r, 
n'est  pas  divisible  par  p,  on  peut  prendre  à  volonté  pour  ç3  un  entier 
quelconque  non  divisible  par  p  et  les  deux  nombres  entiers  <;,,  c;2  sont 
ensuite  déterminés  sans  ambiguïté,  suivant  le  module  jdy,  par  les  deux 
premières  congruences  (4)-  On  obtient  facilement,  en  désignant  par 
oj,  ,  co2  les  solutions,  pour  S"3  =  i,  des  deux  premières  congruences  (4), 
les  relations 

(7)  7     7  7     7  /•>«      «v         (mod/>ir), 

(  À3I  Al2  -  a,2a0==w8(à;+  a12)    j 

(8)  (,  =  &>,  S, ,      £,=  (!).,;,  (modj9Y). 

Dans  le  numéro  précédent  nous  avons  déduit  des  équations  (9)  une 
équation  (10);  en  observant  que  X0  ne  contient  pas/?  en  facteur,  nous 
déduisons,  ici  de  même,  des  congruences  (4)  une  congruence 

(9)  A2:t^4-  A31^+  X12S,=  o         (mod/>ï). 

Si,  outre  le  système  (£,,  £2,  £3)  que  nous  venons  d'obtenir,  un  second 
système  (^°,  £!,",  c^11)  dont  les  éléments  %\n  E'(",  ^  ne  sont  pas  tous 
trois  divisibles  par  p,  vérifie  les  congruences  (4)  et  (9),  on  reconnaîl 
facilement,  d'après  ce  qui  précède,  qu'il  existe  un  entier  g,  non  <li\i- 
sible  par  p,  qui  vérifie  les  congruences 

Deuxsemblables  systèmes  de  nombres(£n  H2,  £3) et (£','■,  £(a°,  ç,1  (dont 
l'un  peut  se  déduire  de  l'autre  en  le  multipliant  par  un  nombre  non 
divisible  par  p,  peuvent  être  appelés  équivalents  et  réunis  dans  une 
même  classe. 

En  ajoutant  les  congruences  (4)  respectivement  multipliées  par 
H,,  E2,  E3  et  remarquant  que  X0  n'est  pas  divisible  par  p,  on  en  déduit 
celle  nouvelle  congruence 

(10)  gJ+Ç  +  JJsso         (mod/>*). 
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Unsi  les  congruences  <  ï  l  et  (9)  admetterU  une  classe  déterminée 
de  solutions,  laquelle  constitue  en  même  temps  une  classe  de  suin- 
tions de  la  congrue nce  (10). 

\n,t  les  trois  entiers  \  irmons  L'expression 

(in  5i-H  *u£t+  ïi»^«=  -• 

Uors  les  premiers  membres  des  équations  (4)  et  (9),  respectivement 
multipliés  par  1,  i,j,  *'u,  *2»  et  ajoutés  ensemble,  donneront  pour  ré- 
sultai l<-  produit  AI.  Si  donc  nous  convenons  de  considérer  un  quater- 
oion  entier  comme  congru  à  zéro  suivanl  un  module  donné  réel  lorsque 
chacun  de  Bes  coefficients  est  divisible  par  ce  module,  les  congruences 
,  |  >ri  1 ,,  1  pourronl  être  condensées  dan-  la  congruence  unique 

M  •..   )  Al     ^O  1    IIH.d/A). 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  l'on  remplace  A  par  I  A,  la  congruence  (12) 
est  encore  vérifiée,  de  sorte  que  les  huit  quaternions  représentés  par 
l'expression  I  A  appartiennent  à  la  même  classe  de  solutions  ;,  ) 

de  hi  congrueni  e  (10). 

Les  quaternions  A/,  ..  A/,  ,,  A  /. ,  appartiennent  à  des  classes  de  solu- 
tions de  la  congruence  (  1  )  faciles  .'1  déterminer.  I  te  La  congruence  (12) 
on  déduit,  en  effet, 


A/,,<  /,,!/,,  )  =  o 

i  mod/>?  ), 

(12') 

■  \/\  a  /,,!/',,  >  =0 

(  l.l.ul/,-    », 

(  A/_.  <  ta,3i„)=o 

(    lliod//-    1. 

et,  comme 

,  i,f3îia  =  Ç,  -+-  /, 

r 

1       .        —    .                  y 
Il         H    1         S"                1 

'    1  —  '  1  :i  —  -si          '  1 

-+-  i    ç 

=  Si         h 

1  1  - 

_    i 

les  classes  cherchées  »>ni  déterminées  par  les  systèmes 

<:,.  pour     A/ 

Mil  J  (Hn    -Ç„  pour     A/',,. 

:m     pour     AlIm. 
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Ces  trois  systèmes  et  le  système  (Çn  H.,,  H:î)  appartiennent  à  quatre 
classes  différentes  lorsque  aucun  des  trois  nombres  entiers  ç,,  ?:.,,  ç, 
n'est  divisible  parj9;  ils  n'appartiennent  qu'à  deux  classes  différentes 
lorsqu'un  de  ces  trois  entiers  est  divisible  par  p. 

Pour  pouvoir  étudier  les  quaternions  proprement  dits  dont  la  norme 
est  le  double  d'un  nombre  impair,  il  est  nécessaire  de  considérer  encore 
les  congruences  (4)  et  (9)  par  rapport  au  module  2.  Nous  avons  déjà 
fait  observer  que,  lorsque  la  norme  d'un  quaternion  entier  est  le  double 
d'un  nombre  impair,  deux  des  entiers  X0,  X12,  Xl3,  \.2A  sont  nécessaire- 
ment pairs  et  les  deux  autres  impairs;  il  en  résulte  qu'en  prenanl 
pour  I  une  unité  convenable,  on  peut  toujours  s'arranger  de  manière 
que  la  partie  réelle  \0  de  A  soit  un  nombre  impair.  Mais  alors  deux 
des  trois  sommes  de  carrés  contenues  dans  le  Tableau  (5)  sont  néces- 
sairement des  nombres  impairs  et  la  troisième  est  un  nombre  pair; 
supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Xjj  +  XJ2  soit  un  nombre  impair; 
on  peut  alors  eboisir  pour  £3  un  entier  quelconque  impair  et  £,,  '1.,  sonl 
ensuite  déterminés  sans  ambiguïté  suivant  le  module  2.  On  voit  donc 
que  les  congruences  (4)  ne  peuvent  être  vérifiées,  suivant  le  module  2, 
que  par  un  seul  système  de  nombres  entiers  qui  ne  soient  pas  pairs 
tous  les  trois;  ce  même  système  vérifie  aussi  la  congrucncc  (9),  ainsi 
que  la  congrucncc  (10),  prises  toutes  deux  suivant  le  module  2.  Les 
classes  de  solutions  de  la  congruence  (10)  auxquelles  appartiennent 
les  quaternions  entiers  A/12,  Aïl3,  Az23  sont  encore  représentées  par 
les  systèmes  (i3);  mais  ces  systèmes,  pris  suivant  le  module  2,  sonl 
manifestement  équivalcn l s . 

Ainsi,  les  résultats  obtenus  sont  démontrés  pour  tout  quaternion 
entier  proprement  dit  lorsque  le  module  est  égal  à  une  puissance  d'un 
nombre  premier  impair  contenue  dans  la  norme  du  quaternion  entier, 
et,  en  outre,  pour  les  quaternions  entiers  proprement  dits  donl  la 
norme  est  le  double  d'un  nombre  entier  impair,  lorsque  le  module  es! 
égal  à  2. 
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Sombre  de  classes  de  solutions  de  I"  congruence 

o        <  modp 

Lorsqu'une  congruence 

Eî  -4-  ÇJ  H-  Çî       0  (modp 

csl  vérifiée  par  un  système  d'entiers  I  :  qui  ne  soient  pas  tous 

trois  divisibles  par  Le  nombre  premier  impair  />,  nous  dirons  que  ce 
système  esl  une  solution  proprement  dite  de  ta  congruence  |  i  ). 

Non-  avons  démontré  que  La  congruence  (  i  |  avait  au  moins  une 
solution  proprement  dite  Lorsque  Le  module  />'■  de  cette  congruence  esl 
un  Facteur  de  la  nonne  ///  d'un  quaternion  entier  proprement  dit.  Nous 
allons  maintenant  étudier  cette  congruence  I  i  |  sans  \  associer  aucune 
supposition  particulière  et  déterminer  le  nombre  de  classes  de 
solutions  proprement  dites. 

Soii  d'abord  v  =  i.  Nous  commencerons  par  considérer  Les  solutions 
l„,nr  Lesquelles  :.  n'est  pas  divisible  par/?.  Pour!;,  i,  nous  pouvons 
écrire  au  lieu  de  |  i  >.  en  tenanl  compte  de  La  définition  de  w,  et  <•>. 
donnée  dans  le  numéro  précédent,  La  congruence 

(./;  i  a)]  •    i      o         t  mod  p  i. 

L'étude  de  cette  congruence  se  ramène,  comme  je  le  montrerai  tout 
,i  l'heure,  à  celle  de  la  congruence 

i  +  o'      l>-        (mod/»). 
Cette  dernière  peut  s,-  mettre  bous  la  forme 

i       (  /;      ,/  k  h  \  ii  i        (  mod/j  ). 

En  posant 

l>      a      i  .         I>      a 
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on  peut  la  remplacer  par  la  congruence 

(G)  i  =  r,9         (mod/>), 

à  laquelle  il  faut  joindre,  puisque  a  et  b  sont  des  nombres  entiers,  la 
congruence 

((V)  /•  =  ,$         (mod2). 

La  congruence  (G)  montre  que  le  nombre  entier  r  ne  peut  être  divi- 
sible par  p\  prenons  pour  /■  successivement  les  (p  —  i)  restes  incon- 
grus suivant  le  module  p,  en  excluant  le  reste  o;  pour  chacune  de  ces 
(p  —  i)  valeurs  de /-déterminons la  valeur  correspondante  de  s,  d'après 
la  congruence  (G),  à  un  multiple  de  p  près,  et  fixons  ce  multiple  de 
manière  à  vérifier  la  congruence  (G');  nous  obtiendrons  ainsi  (/?—■) 
paires  de  nombres  entiers  (/',  s)  qui  représenteront  toutes  les  solutions 
des  congruences  (G)  et  (G');  nous  en  tirerons  (p  —  i)  paires  de  nom- 
bres entiers  (a,  b)  à  l'aide  des  relations 

(7)  6=-7-'         a  =  -T-> 


et  ces  (p  —  1)  paires  de  nombres  entiers  (a,  b)  représenteront  toutes 
les  solutions  de  la  congruence  (3).  Ainsi  la  congruence  (3)  est  toujours 
possible  et  a  toujours  (p  —  1)  solutions. 

Pour  passer  de  la  congruence  (3)  à  la  congruence  (2),  nous  allons 
distinguer  le  cas  où  Ton  a  /?  =  i(mod/i),  du  cas  où  Ton  a/>  =  3 
(mod  4). 

Si  l'on  a  /?  =  i  (mod 4),  (—  »)  est  résidu  quadratique  de  p:  il  existe 
donc  un  nombre  entier  0  vérifiant  la  congruence 

(8)  S2==-i  (mod/7); 

mais  alors,  pour  chaque  solution  (a>nw2)  de  la  congruence  (2),  la 
congruence 

(o,)  1  -+-  &*  —  o-w;;  =  o         (modp) 
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;i  lieu  :  cette  dernière  congruence  montre  que  les  nombres  entiers 

(10)  a      w,,         6     :5(i)a        <  mod  //  i 

vérifient  La  congruence  <  3  |.  Inversement,  à  chaque  solution  |  a,  6  |  de 
la  congruence  I  3  feorrespond  une  paire  d'entiers  l  to,,  co,  >,  déterminés 
parles  congruences  (io),  qui  vérifienl  la  congruence  (2).  Donc  la 
congruence  (2)  a  (p  —  1  I  solutions. 

Si  l'on  a  />  3(mod4)j  '('  nombre  {  1  >  < •  s  1  non-résidu  quadra- 
tique <l<-  />:  il  esl  «loue  impossible  que  parmi  les  solutions  de  la  con- 
grruence  |  3  1  il  j  ail  des  systèmes!  a,  b  )  pour  lesquels  le  nombre  entière 
soit  divisible  par  />:  il  \  a  par  contre  <l<-u\  solutions  de  la  con- 
gruence (3),  (  a  o.  b  1  I,  pour  lesquelles  a  esl  divisible  par/?;  en 
mettant  ces  deux  solutions  à  paru  il  peste  (p  3)  solutions  (a,  b)  (l«' 
la  congruence  (3)  pour  lesquelles  aucun  des  deux  nombres  entiers 

a  et  b  n'est  divisible  par  p.  Ces(  p      3  1  solutions  se  partagent  en  -— r-1 

groupes  contenant  chacun  quatre  solutions  correspondantes  (±  a,  ±6); 

chacun  de  ces  groupes  représente  un  des  cas  où  l'un  des-         résidus 

quadratiques  de  />,  aug nté  d'une  unité,  «'-1  de  nouveau  égal  à  un 

résidu  quadratique  de  p\  et,  par  ces-  ,    '  groupes,  il  esl  tenu  compte 

de  i<mi>  les  cas  dont  nous  parlons.  Il  \  a  donc  exactement      ,      résidus 

quadratiques  de  n  qui,  augmentés  d  une  unité,  Boni  de  nouveau  résidus 

quadratiques  de  /'.  Si  l'on  augmente  d'une  unité  1  un  des      ,     autres 

résidus  quadratiques  de  /'.  <»n  obtient  un  nombre  entier  qui  n'est  ni 
divisible  par  n,  ni  résidu  quadratique  de  p  et  est  donc  nécessairement 
non-résidu  quadratique  de  p.  Comme  chaque  résidu  quadratique  de  p 
est  congru,  suivant  le  module  /'.  au  carré  d'un  entier  c,  et,  dans  le  <;is 
qui  nous  occupe,  chaque  non-résidu  quadratique  au  carré  «I  un  entier  d 
pris  avec  le  Bigne  moins 5  comme,  de  plus,  les  entiers  cet  rfpeuvenl 

(Hre  remplacés  par  <      c)et|      o?),  on  voit  que  chacun  des  résidus 

quadratiques  »l<>ni  nous  avons  parlé  en  dernier  lieu  donne  quatre  boIu- 
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tions  de  la  congruence 

(11)  i  -+-  c2  =  —  d-         (modjo), 

qui  est  identique  à  la  congruence  (2).  Donc  la  congruence  (  2)  a  (p  -h  1  ) 
solutions. 

Les  deux  cas  que  nous  avons  distingués  nous  amènent  ainsi  à  dv< 
résultats  différents.  Suivant  que  Ton  a/?  =  i  oujo  =  3  (mod  4),  la 
congruence  (2)  a  (p  —  1)  ou  (p  -+  1)  solutions.  Cette  différence  appa- 
raît également  dans  la  marche  suivie  par  M.  Hermite  {comparez  le 
Mémoire  cité  dans  l'introduction).  Mais  nous  allons  montrer  que  cette 
différence  s'évanouit  lorsqu'on  détermine  le  nombre  de  classes  de  solu- 
tions proprement  dites  de  la  congruence  proposée. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  p  =  1  (mod  4),  la  congruence 

(12)  |J  ■+■  Il  -h  £3^=0         (mod/)) 

peut  être  vérifiée  en  prenant  pour  E:t  un  entier  divisible  par/;;  mais 
alors  ni  H,  ni  !j2  ne  peuvent  être  divisibles  par  y?,  sans  quoi  nous  n'au- 
rions plus  de  solution  proprement  dite.  Pour  E3  =  o  (mod_/>)  la  con- 
gruence (12)  se  réduit  à 

(12')  ÇJ-+-ÇJ==50         (mod/?); 

comme  £,  et  £2  ne  sont  Pas  divisibles  par  p,  cette  congruence  a  deux 
classes  de  solutions  proprement  dites  (comparez  §  II).  Ces  deux 
classes,  jointes  aux  (p  —  1)  classes  pour  lesquelles  £:(  ot'esl  pas  <li\  îsible 
par/?,  donnent  (p  -+-  1)  classes  de  solutions  proprement  dites  de  la  con- 
gruence (12). 

Dans  le  cas  où  l'on  a  p  =  3  (mod  4)?  il  est,  au  contraire,  impossible 
que  H3  soit  divisible  par/?;  en  effet,  la  congruence  (12')  ne  peut  être 
résolue,  dans  ce  cas,  que  si  l'on  a  à  la  fois  E,^o,  S2  =  o  (mod p) ;  l'b\ - 
pothèse  H3  =  o  (mod p)  ne  nous  donne  donc  aucune  solution  propre- 
ment dite  de  la  congruence  (12).  Aucune  classe  de  solutions  ne 
s'ajoute  ainsi  aux  (p  -+- 1)  classes  pour  lesquelles  E3  n'est  pas  divisible 
par/?. 


\  I  ï  CUIT/. 


Enfin,  si  l'on  forme  une  congruence  semblable  à  la  congruence  i  \d. 
mais  prise  suivant  le  module  -±, 

(i3)  ;;       -'        .        n         (mod  2  ). 

on  voil  immédiatemenl  que  cette  congruence  n'a  que  trois  solutions 
proprement  dites;  ce  son!  les  suintions 


<;.= 

l      ., 

Y 

Ça        0, 

>, 

g,         ,. 

1  '  'i  )  j  ?(       1 .  Çj      o,  :;   11        (mod  2  i 


<  )n  a  donc  démontré  dans  toute  sa  généralité  le  théorème  : 

Le  nombre  de  solutions  proprement  dites  de  la  congruence 
;;'  -4-  !*J  h  !*j      o,  prise  suivant  un  module  premier  quelconque  />.  est 

Ion  jours  égal  à  (  j>  4- 1). 

L'absence  d'exception  à  ce  théorème  est,  -i  je  ne  m'abuse,  un  carac 
tère  spécifique  de  la  congruence  |  [2  ).  Cumin. •  chaque  classe  de  solu- 
tions propremenl  dites  comprend  (p  r)  solutions  incongrues  suivant 
le  module/),  le  nombre  de  toutes  les  solutions  incongrues  proprement 
dites  est  égal  à  (p*  1);  en  \  ajoutant  l'unique  solution  impropre 
<;,  «>.  -'..  <».  :;  o)  (mod  p)  j  on  \  oit  que  le  nombre  total  des 
lutions  de  la  congruence  (12)  est  égal  au  carré  p-  du  module  pre- 
mier p  de  cette  c<  >u  <j.ruence . 

Connaissant  le  nombre  de  classes  de  solutions  propremenl  dites  de 
la  congruence  1  12  >.  nous  allons  chercher  à  déterminer  par  induction 
le  nombre  de  classes  de  solutions  proprement  dites  de  la  congruence <  1  1, 
un  le  module  est  />'■  ;  <  7  >  1  |. 

Supposons,  à  cel  effet,  que  nous  connaissions  un  système  de  solu- 
tions proprement  dites  1  1  de  la  congruence 

Sî  +  Ça+  S!        0  I  '«>•><!  />     '  »: 

nous  pouvons  alors  déterminer  trois  nombres  entiers  /,.  /..  /  de  ma  - 
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nière  que  la  somme  des  carrés  des  trois  expressions 

soit  divisible  par  pi.  En  effet,  comme  7^2,  on  a  2(7  —  1)7;  les 
termes  contenantyj2f^_,)  sont  donc  nécessairement  divisibles  par  p*  ;  en 
tenant  compte  de  celte  observation,  on  voit  que  la  somme  des  carrés 
des  trois  expressions  précédentes  est  ou  n'est  pas  divisible  par/?Y,  sui- 
vant que  l'expression 

('5)  *tHy +»(U  +  U+'E.O 

est  ou  n'est  pas  divisible  par  p.  Mais  nous  avons  déjà  observé  que, 
dans  un  système  de  solutions  proprement  dites,  un  seul  des  trois  en- 
tiers £,,  lj2,  c;3  pouvait  être  divisible  par  p;  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  £,  et  E2  ne  le  soient  pas.  On  peut  assigner  à  t2  une  valeur 
fixe  arbitraire  et  donner  successivement  à  t%  toute  la  série  des  valeurs 
incongrues  suivant  le  module  p.  Les  valeurs  correspondantes  de 
t{  (modjp)  seront  déterminées  sans  ambiguïté  par  la  condition  que  l'ex- 
pression (i5)  soit  divisible  par/?.  [On  pourrait,  au  contraire,  déter- 
miner tt  de  telle  sorte  que  (i5)  ne  fût  pas  divisible  par  p,  auquel  cas 
la  somme  de  trois  carrés  ne  serait  pas  divisible  par/?Y.  Cette  remarque 
nous  servira  plus  tard.] 

Les  p  solutions  proprement  dites  (pour  le  module  joy)  déduites  de  la 
solution  (£,,  Êj2j  £3)  pour  une  même  valeur  de  t.,  et  des  valeurs  diffé- 
rentes de  tz  appartiennent  évidemment  à  des  classes  différentes.  On 
voit  donc  que  le  nombre  de  classes  de  solutions  proprement  dites  de 
la  congrucncc 

Çj  +  ÇJ  +  Çjso         (inody^') 

est  exactement  y?  fois  plus  grand  que  le  nombre  de  classes  de  solutions 
proprement  dites  de  la  congrucncc 

ç;  +  ï;-h$;==o      (mod />*-'). 

Il  est  donc  égal  kpi~*  (p  -+-  1). 

Il  se  présente  une  exception  pour  le  passage  du  nombre  premier  2  à 
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-..ii  carré  \.  Pour  que  La  congruence 

l  ,(,,  E!h-5;4-Ç;      o        I  raod  i  ) 

ail  un  système  de  solutions  proprement  dites  I  :,.  :..  ;3  >.  >'  fmil  M1"' 
l'un  des  trois  nombres  entiei  \   soit  pair  el  que  les  deux  autres 

goienl  impairs;  mais  alors  La  somme  des  carrés  de  ces  trois  nombres 

cgl   de  ia  for \ r  -+-  2  et  ne  peut  donc  pas  être  divisible  par  \.  La 

congruence  \  (6)  n'a  donc  aucun  système  de  solutions  proprement 
dites. 

\  I. 

Problème.  Trouver  tous  /'-s  quaternions  entiersdont  l<i  norme 
soit  égale  <i  un  nombre  entier  <l<>iin<-. 

i  ;,.  qUi  précède  nous  permet  d'aborder  le  problème  fondamental  de 
h,  théorie  des  quaternions  entiers.  I  n  nombre  entier  ///,  impair  ou 
double  ou  quadruple  d'un  nombre  impair,  étant  donné,  trouver  tous 

[es  quaternions  entiers  proprement  <lii-  dont  la  nor soit  égale  au 

nombre  ///  h  représenter,  de  toutes  !«■-  manières  possibles,  chacun  de 
ces  quaternions  comme  produil  <l<'  quaternions  premiers. 

Considérons  d'abord  le  cas  particulier  <>ù  !«•  1 ibre  entier  donné 

pSI  IM,  aombre  premier  impair  />.  Soit  alors  I  :,.  :,.  -■,  I  nu  système 
représentant  une  classe  déterminée  de  -<>luii'>n-  de  la  congruence 

:;  .    :  0         I  mod  p  l. 

je  vai8  démontrer  qu'il  existe  un  quaternion  entier  proprement  «lii  <  1«  »ii  1 
la  norme  est  égale  kpe\  qui  appartient  à  la  classe  déterminée  parle 
système  •   \  cet  effet,  déterminons  les  quatre  entiers  t:„. 

tfl      xo    . ---     numériquement  plus  petits  que  ^  qui  vérifient  les  con- 

rll*        fil"        |  ■  '  *  ' 

^ruences 

1)     -,:-■  :,:,,  xp,  xp„      o        (mod/>); 

soit  t  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  quatre  entiers;  1  ne  peut 
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•Hue  divisible  par  p.  Posons  ensuite 

(3)  po-H  'ii?,2  +  ^fu  +  '2:1f2]=  l\ 

(4)  5.+ï".,5i  H-*',,?,   =S; 

comme  t  et/>  sont  premiers  entre  eux,  le  système  des  congruences  (4) 
et  (9)  du  §  IV,  qui  est  condensé  dans  la  congruence  (12)  du  même 
paragraphe,  est  vérifié  pour  les  valeurs 

p0=y^0?  Pi  2—  ^-12}  pi  3^^  m  P23=^^23» 

Nous  avons  donc  ici  la  congruence 

(5)  Pl  =  o         (mod  p), 

La  norme  du  quaternion  P  est  égale  à  la  somme  de  quatre  carrés, 
chacun  plus  petit  (pie  j-'>  c^e  est  donc  plus  petite  que/>2  ;  comme  elle 
est  divisible  par/?,  nous  pouvons  d'ailleurs  écrire 

(6)  3L(P)=pl, 

et  t  est  alors  nécessairement  plus  petit  que  p.  Si  /  est  égal  à  l'unité,  le 
problème  est  résolu  par  le  quaternion  P  lui-même.  Si  /  est  différent  de 
l'unité,   nous  déterminerons  quatre  nombres  entiers  o0,  or2,  <p13,  ©23, 

numériquement  inférieurs  ou  au  plus  égaux  à  -  et  vérifiant  les  con- 
gruences 

(7)  ?o=Poj  ?<a=Piti  Pis— Puj  <?23=P23  (mod/). 

11  est  facile  de  s'assurer  que  les  quatre  nombres  entiers  o(l,  qpl2,  œ,,, 
cp23,  ainsi  obtenus,  ne  peuvent  être  tous  les  quatre   numériquement 

égaux  à-;  lorsque  t  est  différent  de  2,  cela  résulte  simplement  de  ce 

(pie  les  quatre  entiers  p0,  p,a,  pm  p23,  auxquels  cp0,  ol2,  <p13,  çaj  sont 
congrus,  n'ont,  par  définition,  aucun  diviseur  commun;  lorsque  /  est 

Joum.  de  Math.  (4*  série),  tome  II.  —  Fasc.  IV,  1886.  J  \ 
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(«gai  à  .1.  on  aurait 

'î  =1»  ?M=h  Pu        •  (mod  2  I, 

et,  par  suite, 

»(P)       i  (mod  8  .. 

contrairement   à   l'égalité  (6)  qui,  pour  f  =  2,  çsi  9G  (P)  =  211.    La 
norme  Dt  1  'I'  )  du  quaternion 

$        ?o  •+■  '.a?.a-+-  Bis9ia  +  Ia«fsi 
est  «loue  |)lnv  petite  < 1 1 1< '  /2.  «m,  comme  elle  <isi  divisible  par  /,  on  a,  en 

p<i-;illl 

Pinégalité  /  '  <  /. 

Si  l'on  multiplie  1<-  quaternion  'I' ',  conjugué  <1<"  '1',  par  le  quater- 
nion I*,  on  obtient  un  nouveau  quaternion  dont  les  quatre  éléments 
réels  sonl  divisibles  pur  /.  coin  me  il  csi  facile  de  s'en  assurer,  t  mtre  /. 
ces  quatre  éléments  réels  peuvent  encore  avoir  un  autre  facteur  com- 
mun; soit  t  '  { leur  plus  grand  commun  diviseur;  posons  alors 

(H)  ,,(         PÏ     r-Ilip,lï  +  llip,,,i,H-«„pï 

I'1    Bera   un  quaternion   entier  proprement   <lii.   <  >n  a,   d'après  (<>) 
et  (9), 

Jfc($  P)       pt***  : 

comme  /  et  /'sont  plus  petits  que  j?t  cette  norme  ne  peut  être  divisible 
p.ir//-;  or,  d'après  l  10  }et(u),  on  b  aussi 

($'P)         (T1   rfouV    ): 

•  loue  t  '   ne  peut  être  dn  isible  par  />. 
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On  peut  déduire  facilement  de  la  congruence  (5),  la  congruence 

(12)  $'P3  =  o         (modp), 

en  n'effectuant  que  des  additions  et  des  multiplications  par  des  nom- 
bres entiers  réels,  opérations  qui  sont  identiques  dans  le  calcul  des  qua- 
ternions  et  dans  le  calcul  ordinaire.  Les  relations  (10)  et  (11)  don- 
nent 

<I>'P  =  t<^P"; 

la  congruence  (12)  peut  donc  s'écrire 

T(0,p(u£  =  o         (mod/>) 

ou  encore,  comme  les  nombres  entiers  t(,)  et  t  ne  sont  pas  divisibles 
par  p, 

(i3)  P«>£  =  o         (mod/>). 


De  l'égalité 


X($'P)  =  r-l^p  =  /2(t^)2^(P<«>) 


on  déduit  d'ailleurs,  comme  t(,)  et  p  sont  premiers  entre  eux,  que  /  ' 
est  divisible  par  (V°)a,  et  l'on  a 

('4)  *>(P">)=p$y- 

Au  lieu  des  relations  (5)  et  (6),  nous  avons  donc  deux  relations  (i3) 
et  (i4)  dans  lesquelles  le  quatcrnion  entier  proprement  dit  P1   et  le 

nombre  entier  remplacent  le  quatcrnion   proprement  dit   P  et 

le  nombre  entier  t\  on  a  d'ailleurs  manifestement  l'inégalité  ,  ,..,.  <"  /. 

Rien  n'empêche  de  répéter  le  même  raisonnement  et  de  former  suc- 
cessivement des  quaternions  P(2),  P3),  ...,  vérifiant  les  relations  (5) 
et  (6),  comme  P  et  P(,),  et  ayant  dans  l'équation  (G)  un  coefficient 
entier  de  p  de  plus  en  plus  petit,  jusqu'à  ce  que  ce  coefficient  entier 
soit  égal  à  l'unité.  Nous  arrivons  ainsi  à  former  un  quatcrnion  entier 
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proprement  dit, 

1* s  —  rà  "+"  li»Pia  "+"  '««Pu"*"  '- 
vérifiant  les  relations 

m  ',  )  V  '  I      o         I  mod  />  ». 

(16)  *(P»)=/>. 

Le  problème  posé  esl  donc  résolu  pour  tout  nombre  premier  im- 
pair/?. L<-  quaternion  1*  esl  un  quaternion premier  qui  appartient  à 
la  classe  donnée  de  solutions  de  la  congruence  :"  -+-  \\  4-  ;"!  o(mod/>). 
Les  Imii  quaternions  premiers  II'  appartiennent  à  la  même  classe  de 
solutions;  nous  choisirons  arbitrairement  l'un  de  ces  huit  quaternions 
cl  non-  nous  en  servirons  dans  l-s  calculs  suivants.  Nous  aurons  alors. 
par  le  procédé  indiqué,  />  +  i  quaternions  premiers  donl  La  norme 
psi  j>,  appartenant  chacun  à  L'une  desjD  -  i  classes  de  solutions  ^ 
l,i  congruence  \\  -+-  c:-h  V,      o  I  mod  p  }. 

\  chaque  quaternion  premier  P,  dont  la  nonne  est  an  nombre  pre- 
mier impair,  correspond  un  quaternion  conjugué  I*  qui  a  même  norme 
nu,.  |»  cl  est  donc  aussi  un  quaternion  premier.  Nous  allons  démon- 
trer que  les  deux  quaternions  conjugués  P  el  P  ne  peuvent  appartenir 
,i  l.i  môme  classe  de  solutions  de  la  congruence  z\  -+-  V,  +  :';  o(mod/>). 
Pour  cela,  formons,  en  suivant  la  méthode  indiquée  dans  le  ^  l\  <'i 
remplaçant  la  lettre  X  par  la  lettre  p,  deux  systèmes  (ç,,  :._.,  ;3)  et 
1  |  auxquels  correspondent  respectivement  les  quaternions  I* 
et  I'  .  Vous  pouvons  supposer  que  pfl  et  p J  — i—  pj„  par  exemple,  ne  soient 
pas  divisibles  par  pel  choisir  alors  pour  ^,  comme  pourç','  ,  un  entier 
quelconque  non  divisible  parjp;  nous  prendrons 

*»  3  -    -  j  ru        r  i  a  ' 

nous  aurons  alors 

ï    _  .      n  ma  Ë    —  a     o  -      ' 

-i-     paiPsa  —  p>«roi  *s     "r»irn       ri*r»> 

-,        PuPai       r«»rti  *         riar*«       r*ar»' 

Si  Les  deux  systèmes  <;,,;...  :,  >el  I  :,'  .  ;..'  .  ;,'  }  étaient  équivalents, 
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il  faudrait,  comme  £3  et  £:,"  sont  égaux  et  ne  sont  pas  divisibles  par/?, 
(|ue  l'on  eût 

P»"  —  £■  —  2PïiPo  =  0,  ç!,n-  E,=  2p32p0  =  o  (modyj); 

il  viendrait  donc 

p.,  ,  =  o,  p32^o  (mod/>) 

et,  par  suite,  comme  pi  -+-  p;,,  -+-  p;.t  -+-  p*3  =  p, 

Po  +  P?2  =  o  (mod/>), 

contrairement  à  l'hypothèse.  Les  deux  quatemions  premiers  con- 
jugués P  et  P'  appartiennent  donc  nécessairement  à  des  classes  diffé- 
rentes. 

Si  le  nombre  premier  donné  est  le  nombre  2,  on  a  à  vérifier  l'é- 
quation 

('7)  ^0+^,  +   ^:i  +   ^3   =    2- 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  deux  des  quatre  carrés  qui  parais- 
sent dans  cette  équation  soient  égaux  à  l'unité,  et  que  les  deux  autres 
soient  nuls.  Les  vingt-quatre  quatemions  premiers,  dont  les  éléments 
vérifient  cette  condition,  se  répartissent  entre  les  trois  classes  (  1  \  >  de 
solutions  proprement  dites  de  la  congruence  (i3)  du  ^  V.  1  représen- 
tant Tune  quelconque  des  huit  unités,  les  quatemions 

/  I(i  h-  ï28)  appartiennent  à  la  classe  E,  =  o,     £.,=  1,     S*3=  1  ] 
(18)  <  I(n-i„)  »  £,=  1,     ^2=0,     £3=  1  !  (mod  2). 

(I(i  +  /)2)  »  H,=  i,     H2=i,     i3=o) 

Deux  quatemions  conjugués  appartiennent  ici  à  la  même  classe, 
comme  on  s'en  assure  facilement. 

Afin  de  pouvoir  passer  du  cas  où  le  nombre  donné  est  premier  au 
cas  où  il  est  composé,  il  nous  faut  établir  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  qu'un  produit  de  deux  quatemions  proprement 
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dita  M  e!  A  -oit  divisible  par  une  puissance  déterminée  />T  d'un  nombre 
premier  impair/). 
I  )c  l,i  congi  uence 

,  m,  ,  MA  =  o        (  m'. «I  /< 

on  déduil  les  congruences 

|  M  MA  =  x(M.)A       <»        (i.K.d//  ». 
I  MAA         M  &<  A)  =  o        (in.nl/ 

on,  comme  A  et  M  s<>ni  des  quaternions  proprement  dits, 

tiMi    =o,         x(A)e=o        (mod/>*). 

Soient  j>yl  la   plu-  baute   puissance  de  /;  < ju i  divise  le   nbre 

entier  ïfli(A  »,  el  pi*™  La  plus  haute  puissance  de  /<  qui  divise  1<*  nombre 
entier  %  |  M  I.  Le  quaternion  A  appartient  alors  à  une  classe  de  solu- 
tions de  la  congruence  ÇJ  4-  ÇJ  -h  \\  o  |  mod  /;r^  |  :  soit  |  :,'  .  ;,'  .  : 
nn  système  représentant  cette  classe.  Le  quaternion  M  appartient  à 
une  classe  de  solutions  de  la  congruence  :;' -h  ;;  +  V,  <>  I  mod  />^'"  ): 
s("'  (ï)n  *)»>  "'.  ■■  I  ""  système  représentant  cette  classe.  Si  nous  posons 

1    1 1  I  ç ,    -r-  *i  s  Sa     r-  *«  s  Sj       -  —     • 

*)«  +  l'ijïli  +  iitl)i  =H, 

nous  aurons  alors 

(a3)  AI1       o         (mod/ 

MU— O  (III.mI  /,:'"). 

(  iomme,  d'après  <  19  1,  on  a 

MA      0        (  mod  /'"  1. 
il   vient   aussi,  en  prenant,  au  lieu  du  quaternion   MA.  son  conju- 
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gué  A/M7, 

(2.5)  A'M'  =  o        (modpt). 

On  en  déduit,  en  tenant  compte  de  la  congruence  (i\  ), 

A/MMHee=o         (mod/?2^"1); 

mais,  par  hypothèse,  p"i+m  est  la  plus  haute  puissance  de  p  Contenue 
dans  la  norme  M'M;  on  a  donc,  en  supprimant  ce  facteur,  une  nou- 
velle congruence 

(26)  A'H  =  o         (mod/7^), 

qui  montre  que  le  quaternion  A'  appartient  à  la  classe  représentée 
par(ï]n  y],,  •/];,)• 

Pour  que  le  produit  de  deux  quaternions  proprement  dits  M  et  A 
soit  divisible  par^,  il  faut  donc  que  les  normes  de  chacun  de  ces  qua- 
ternions soient  divisibles  par  />Y,  et  que  les  deux  quaternions  M  et  A' 
appartiennent  à  une  môme  classe  de  solutions  de  la  congruence 

\\  H-  Si!  -H  II  ^  o  (modpi). 

Ces  conditions  nécessaires  sont  aussi  suffisantes,  car  de  la  congruence 

(26)  on  déduit  la  congruence 

(27)  H'A  =  o         (mod^), 

qui,  combinée  à  la  congruence  (24),  donne  une  nouvelle  congruence 

(28)  MHH'A  =  o         (mod/)2^"1); 

mais  il  résulte  immédiatement  d'une  observation  faite  dans  le  §  Y,  à 
propos  du  choix  des  entiers  tt,  t.2,  tz  pour  lesquels  la  congruence  (i5) 
n'est  pas  vérifiée,  que  l'on  peut  toujours  choisir  yj,,  ri2,  Y),  de  manière 
que  la  norme  IIIÏ'  ne  soit  pas  divisible  par  une  puissance  de  p  supé- 
rieure à  pi+m;  en  divisant  par  jfc(II),  la  congruence  (28)  devienl 
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donc 

MA      <>         (  mod  / 

qui  n'esl  autre  que  la  congrucnce  l  19). 

I  11  raisonnement  Bemblable  nous  amène  à  reconnaître  qu'un  produit 
de  deux  quaternions  proprement  dits,  M  el  A.,  né  peut  être  divisible 
par  l«'  nombre  2  que  si  la  aorme  de  chacun  des  deux  facteurs  est  paire. 
En  nous  bornant,  ce  qui  suffit  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue,  au 
cas  où  les  « I'  11  \  normes  n»(M)  et  &(A)  sont  chacune  le  double  d'un 
nombre  impair,  on  verrait  qu'il  faut,  en  outre,  que  les  deux  quater- 
nions M  et  A.  appartiennent  à  la  même  classe  de  Bolutionsde  la  con- 
tinence Y-.\  -h  \\  -+-  £3^-- 0  (mod  2).  Ces  conditions  nécessaires  sont 
aussi  suffisantes. 

Ceci  posé,  passons  au  cas  où  le  nombre  entier  donné  est  égal  au 
carré p*  d'un  nombre  impair  p.  Nous  avons  \u.  dans  le  §  V,  que  les 
quaternions  proprement  dits  dont  la  norme  est  égale  à  p*  peuvent 
appartenir  à  />(  />  h  1)  classes  <le  solutions  de  la  congruence 


s*_i_s- 


o         i  mod  p*  t. 


Nous  allons  montrer  que,  pour  tout  nombre  premier  />.  à  chacune  <le 
cesn(n  ■+■  1  |  classes  appartiennent  effectivement  des  quaternions  pro- 
pre  nt  dits  «lont  la  nonne  est  égale  à  />-. 

\  une  classe  quelconque  de  solutions  de  la  congruence 

*-Ç;+ï|  «>  Ilind/M 

appartient  un  quaternion  IV  be  quaternion  I*  appartient  à  une  autre 
classe  qui  diffère  nécessairement  de  la  première,  comme  non»  l'avons 
remarqué.  (  lonsidérons  les  />  quaternions  dont  la  nonne  est  égale  à  /> 
et  qui  appartiennent  aux  />  classes  de  solutions  qui  restent  après  la 
suppression  de  celle  ;'i  laquelle  appartient  I'.  Soit  8  l'un  quelconque 
de  ces  />  quaternions  :  le  produit 

9P 
e^i  alors,  d  après  le  lemme  démontré,  un  quaternion  proprement  dit. 
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Si  Ton  remplace  P  successivement  par/?  -h  i  quaternions  V{a)  apparte- 
nant auxjo  -h  i  classes  possibles  et  si,  pour  chaque  quaternion  V[" :,  on 
remplace  successivement  0  par  les  p  quaternions  0^  qu'il  représente, 
on  obtient  p(p  -h 1)  quaternions  proprement  dits  0^pw.  Supposons 
que  deux  de  ces  quaternions,  0^P^  et  0P  par  exemple,  Appartiennent 
à  la  même  classe  de  solutions  ÇÇn  'Ç2,  '(3)  de  la  congruence 

S;  +  ^  +  S;  =  o         (mod^2); 

on  aurait  alors,  en  posant 

(3o)  Z  =  ÇlH-iiaÇa-+-tllÇl, 

deux  congruences 

(3i)        0PZ^o     (modp2),         0<*>P^Z  =  o     (modp2). 

De  la  première,  on  déduit  la  relation 

Z'P'0'=o         (modp2); 

mais  la  seconde,  multipliée  par  cette  relation,  donne 

0^P«>ZZ'P0'=o         (modp'). 

et,  comme  on  peut  choisir  les  '(  de  telle  sorte  que  la  norme  ZZ',  qui  esl 
divisible  par  p2,  ne  soit  pas  divisible  par  une  puissance  supérieure  de  p, 
il  vient,  en  divisant  par  x(Z), 

(32)  e<»P<fl>P'0'=o         (modp2). 

En  multipliant  cette  congruence  par  0,   on  aurait  donc,  comme 
0'0  =p,  la  congruence 

^PWP'so         (modp). 

Mais  alors,  d'après  le  lemme,  les  deux  quaternions  0;A,P;<z)et  P  appar- 
tiennent nécessairement  à  la  même  classe  de  solutions  de  la  congruence 

Ç;-f-5;-hÇî=o         (modp). 

Joum.  de  Math.  (4e  série),  tome  II.  —  Fasc.  IV,  1886.  >  • 
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On  (l(''<luii  de  même  (]<■-  équations  (3i)  que  les  deux  quaternions  8P 
el  P(fl)  appartiennenl  à  La  même  classe  de  solutions  de  la  congruence 
précédente.  Mais,   par  hypothèse,  les  deux  quaternions  8P  cl  <-,/  I* 
appartiennenl  à  la  même  classe  de  solutions  de  la  congruence 

r 
hSjH-Çj        <)  i  mod  /r  >: 

à  j»liis  forte  raison  appartiennent-ils  à  la  même  classe  de  solutions  delà 
congruence  :        ;        -:        o(mod^>).   Donc  les  deux  quaternions  I' 
.•I  I'"  appartiennent  à  la  même  classe  de  solutions  de  la  dernière  con- 
gruence, ce  qui  revient  à  dire  que  I*  el   I*  '   sonl    identiques.  I.  ■ 
[ité  P(a  P'=  PP':    />  montre  ensuite  que  la  congruence  I  32  ise  réduit  à 

H''H         o  Mmnl/,); 

M  en  résulte  que  les  deux  quaternions  <~>  ''  el  9  appartiennent  à  la 
même  classe  de  solutions  de  la  congruence  \        o(modp), 

et  sont,  par  suite,  identiques.  Nous  arrivons  ainsi  à  conclure  <|ii''  les 
deux  quaternions  8     P     et  8P  sont  identiques.  Il  est  donc  impossible 
que  deux  des p(p  H   i)  quaternions  proprement  dits  H     I*     appar- 
tiennent à  la  même  classe  de  solutions  prises  suivant  le  module  p*. 
Le  même  procédé  <|ui  \i<'iii  de  nous  permettre  «h-  passer  du  cas  où 

le  nombre  entier  d lé  est  égala  />  au  cas  où  il  est  égal  à  /--'.  nous 

permet  de  passer  du  cas  où  il  esl  égal  à  />-  au  cas  où  il  est  égal  à  />'. 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  une  puissance  quelconque  />'  de  p.  Vous  mul- 
tiplierons chaque  fois,  <l<'  droite  à  gauche,  les  expressions  analogues 
,1,  •.,  i  par  un  nouveau  quaternion,  à  norme  égale  à  /',  appartenant 
successivement  à  p  des  p  ■+■ 1  classes  de  solutions  de  la  congruence 


o  Mllod  j>  )  : 


\,\  classe  à  exclure  est  chaque  fois  celle  à  laquelle  appartient  l«'  conjugué 
du  facteur  voisin  de  droite,  comme  c'était  le  cas  dans  les  expressions 

|V  Vous  obtiendrons  ainsi,  pour  chacune  des  pi  '</'  :  i  i  classes 
possibles  de  solutions  de  la  congruence  o  !  mod  /»'■  »,  un 

quaternion  appartenant  à  cette  classe. 

En  considérant    le  produit   <!«'  deux  quelconques  des  quater is 
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premiers  dont  la  norme  est  égale  à  2,  quatemions  que  nous  avons 
formés  plus  haut  (18),  on  reconnaîtra  qu'il  est  égal  à  un  quaternion 
proprement  dit  ou  à  un  quaternion  impropre  suivant  que  les  doux 
quaternions  premiers  appartiennent  à  des  classes  de  solutions  diffé- 
rentes ou  à  la  même  classe.  Ce  fait  est  d'accord  avec  celui  que  nous 
avons  déjà  mentionné,  que  les  quaternions  conjugués  appartiennent  ici 
à  la  même  classe  de  solutions  de  la  conurucncc 


',-' 


Ï2      ,      Ï2      ,       £ 


çJh-ç*-+- Çj==o         (mod2). 

Les  quaternions  proprement  dits,  dont  la  norme  est  égale  à  4>  sont, 
comme  chaque  unité  peut  être  prise  positive  ou  négative,  au  nombre 
de  16,  et  se  répartissent,  d'après  les  no  ta  tions  précédemment  emplo\ér-. 
en  deux  groupes 

(34)  r(H-ï23-4-Ï8t  +  «i2),      lO  +  ^a-f-l'is  +  ^i), 

I  désignant,  comme  précédemment,  une  unité  quelconque.  On  peut 
obtenir  les  quantités  entre  parenthèses,  paraissant  dans  ces  quater- 
nions (34),  à  l'aide  des  quaternions  dont  la  norme  est  égale  à  2,  de 
plusieurs  manières,  comme  le  montrent  les  relations  suivantes  : 


(35) 


(i    -hl„)(j    -+-*3.)  =  (l-+-**3l)('   -t-*'.2) 

=  (l+   l"«i)(l   +■   «23)=   l   -+"   *28  •+"   ':..   H"  *IS 

(l-+-fls)(l  -f-l'„)  =  (l  +  ï,i)(H-fl3) 

=  (l  ■+■  ''32)  (l  +  *2i)  =  I  +  iSi  ■+-  fr,  -h  /,, 


Je  passe  enfin  au  cas  où  le  nombre  entier  donné  m  est  un  nombre 
composé.  Pour  représenter  tous  les  quaternions  entiers  proprement 
dits  dont  la  norme  est  m,  nous  commencerons  par  décomposer  m  en 
ses  facteurs  premiers;  soient  m  =  Gp^q5,  ...,p,q,  ...  étant  les  fac- 
teurs premiers  impairs  contenus  dans  m;  d'après  le  §  IV,  a  est  alors 
nécessairement  Fun  des  nombres  j,  2,  4-  Nous  formerons  ensuite  pour 
chacune  des py~*(p  H-  1)  classes  de  solutions  de  la  congruence 


£2 


o         (mod^T), 
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un  quaternion  A"    appartenant    à   cette  classe;   pour  chacune   des 
l      i    classes  de  solutions  de  la  congi  uence 


; 


o         I  mod  y''  i, 


m,  quaternion  \I  '  appartenant  à  cette  classe,  etc.,  el  nous  multiplie- 
rons de  droite  à  gauche  ces  quaternions  A    .  M    ,  ...;  le  produit 


i  ;<;, 


Q  ,i,b....)  _#  >    \|      \ 


représentera  alors />T-l(/>  H-  i)^  '(î  i)...  quaternions.  Vous  mul- 
tiplierons enfin  chaque  quaternion  11"''1-  ,  à  gauche,  successivemenl 
par  chacune  des  huil  unités  [,  quand  a  =  i:  par  chacun  des  vingt-quatre 
quaternions  proprement  dits  (18)  dont  La  norme  esl  égale  à  2,  «pi, nul 
7  —  2;  par  chacun  des  seize  quaternions  proprement  dits  (34)  dont  la 
norme  est  égale  à  i,  quand  ?  \.  Nous  obtiendrons  ainsi,  pour 
cr  =  i,2,4,un  nombre  de  quaternions  dont  La  norme  est  égale  à  m, 
respectif  ement  égal  à 

/       S//-   ',  p       1  .7-  '«y   ■    ...... 

1  ;:  )  8.3j»*-*(/m  .  \ql  '(ç      1  ».... 

'  8.2/^-'(/>-t    m  7    '  -  7       1  ).... 

Je  vais  démontrer  que  ces  quaternions  représentent  tous  les  quater- 
nions proprement  dits,  dont  la  norme  est  égale  à  m.  chacunpris  une 

seule  fois. 

En  effet,  ces  quaternions  sont  d'abord  des  quaternions  proprement 
dits  ;  car  Les  normes  des  quaternions  proprement  dits  A  .  M  .  ... 
vi  »ni  des  puissances  de  nombres  premiers  impairs  différents.  <  les  qua- 
ternions proprement  dits  appartiennent,  de  plus,  à  des  classes  de  solu- 
tions de  la  congruence  :  0  qui  ne  sont  pas  lesmê -  pour 

tous  Les  Iules  pxiqi1 ...;  car,  si  deui  quaternions,  ...M     \     et 

\l  \  par  exemple,  appartenaient  à  une  même  classe  représentée  par 
(T  ,  nous  aurions,  en  formant  connu.'  plus  haut  L'expression  1 
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les  deux  congruences 

(38)     ...MÀZ  —  o         (modpï);         ...  M^A^Z=o         (mod//,: 

nous  aurions  donc 

Z'À'M'...  =  o         (mod^), 
puis 

. . .  M^A^ZZ'A'M'..  .==0         (mod/j^) 

et,  comme  on  peut  faire  en  sorte  que  le  nombre  réel  ZZ',  divisible 
par  pt,  ne  soit  divisible  par  aucune  puissance  de  p  supérieure  à  pi,  il 
viendrait,  en  divisant  par  N(Z), 

. . .  M^A^A'M'..  .=o         (mod/^). 

En  multipliant,  à  droite,  par  les  quaternions  conjugués  aux  quater- 
nions  ...  M',  et  en  divisant  par  les  normes  ...  3b(M)  qui  sont  des  nom- 
bres premiers  àp,  on  obtient  la  congruence 

...M^A^A'=o         (mod^); 

en  multipliant  ensuite,  à  gauche,  par  les  quaternions  conjugués  aux 
quaternions  ...  M(i),  et  en  divisant  par  les  normes...  Sfc>(M{b))  qui 
sont  premières  à  p,  on  obtient  la  congruence 

A^A'=o         (mod/>ï), 

de  laquelle  on  conclut  que  les  deux  quaternions  A.'"}  cl  A  appartiennent 
à  la  même  classe  de  solutions  de  la  congruence 

^-l-ij-f-^^o         (mod  pi). 

On  démontre  ensuite,  de  même,  que  si  les  congruences  (38),  prises 
suivant  le  module  ?8,  sont  vérifiées,  les  deux  quaternions  M"  <•!  M 
appartiennent  à  la  môme  classe  de  solutions  de  la  congruence 

Ç;-t-Ç-hÇs30         (mod?8), 
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ei  l'on  continue  ainsi  jusqu'à  ce  que  Ton  ait  épuisé  tous  les  facteurs 
premiers  contenus  dans  m.  Deux  quelconques  des  quaternions  obtenus, 
donl  le  aombre  esl  indiqué  par  les  équations  i  '>-  i,  ue  peuvent  donc 
appartenir  à  la  même  classe  de  solutions  de  la  congruence 

Y   .  y   ,  Y   > 

hÇ*-hÇ;=o, 

prix-  suivanl  tous  les  modules  />' .  <(' 

Enfin,  toul  quaternion  proprement  dit  A  donl  la  norme  est  égale  à 
7//  ,f  . . .  est  contenu  dans  le  système  de  quaternions  que  uous  avons 

formé.  En  effet,  comme  par  rapport  à  chacun  des  entiers  /'"•'.  y' 

pria  comme  module,  A  appartient  à  une  classe  déterminée  de  solu- 
tions de  la  congruence 


Sî     °j 


mi  peut  choisir,  parmi  les  quaternions  représentés  par  L'équation  |  5<>  ». 
un  quaternion  11  appartenant,  pour  chacun  des  modules  />' .  y.  ...  à  la 
même  classe  que  A.  Si  alors  on  multiplie  A  par  le  quaternion  û  .  con- 
jugué de  Û,  on  obtient  un  quaternion  A.Û  <pii.  d'après  le  lemme,  esl 

divisible  par  chacun  des  facteurs  j>:.  y'' et,  par  suite,  est  divisible 

par  le  produit  pi  q* ... .  Comme  fc(0  >  esl  un  nombre  impair,  le  qua- 
ternion Au  ne  peut  d'ailleurs  jamais  être  divisible  par  2,  que  9  soit 
égal  à  1 .  a  ou  \.  I  ><•  l'équation 

X>(\Q')  =  9p*tq**.., 

IHtl|>    I  MOUS 

/    A  û'    \ 


\<J 


\  — 

Pour  7      r,  la  lionne  du  quaternion  entier  proprement  «lit       5 

esl  donc  égale  à  l'unité;  ce  quaternion  entier  est,  par  suite,  égal  à  l'une 
des  lmii   unités   I.  Pour(x  =  2,  Le  quaternion  entier  propre ni  dit 


esl  égal  à  L'un  des  vingt-quatre  quaternions  (18);  pour  s  =  4i 

il  est  égal  à  l'un  des  seize  quaternions  I  34  '•  Nous  désignerons  par  E, 
pour  7      2,  l'un  quelconque  des  vingt  quatre  quaternions  (18);  pour 
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(j  =  4,  l'un  quelconque  des  seize  quaternions  (34).  Nous  aurons  alors 


Pour  a  =  i Aû'=  IpYq*  . . . 

Pour  a  =  2,4 Aiî'=Epy(/J.  .  . 


(39) 

En  multipliant  ces  équations  par  Q,  il  vient 

(4o) 


Pour  1=1 A  =  l£2 

Pour  c  =r  2  , 4 A  =  Eli 


Nous  avons  déjà  montré  que  les  huit  quaternions  lu,  correspondait 
auxhuit  valeurs  del,  sont  différents;  on  montrerait,  de  même,  que  les 
vingt-quatre  ou  seize  quaternions  EO,  correspondant  aux  vingt-quatre 
ou  seize  valeurs  de  E,  sont  différents. 

Ainsi,  le  quaternion  donné  A,  à  norme  m,  est  égal  à  un  et  à  un  seul 
des  quaternions  proprement  dits  différents  qui  composent  le  système  de 
quaternions,  à  norme  m,  que  nous  avons  formé. 

Connaissant,  parles  relations  (37),  le  nombre  de  quaternions  pro- 
prement dits  dont  la  norme  est  égale  à  un  nombre  entier  donné  m.  on 
peut  trouver  facilement  le  nombre  total  de  quaternions,  tant  propre- 
ment dits  qu'impropres,  dont  la  norme  est  égale  à  m,  en  tenant  compte 
de  tous  les  diviseurs  communs  possibles.  On  oblienl  alors  le  résultat, 
dû  à  Jacobi  et  déjà  mentionné  plus  haut,  que  ce  nombre  total  est, 
pour  une  norme  impaire,  égal  à  huit  fois  la  somme  de  tous  les  dr\  iseurs 
de  la  norme,  et,  pour  une  norme  paire,  égal  à  huit  fois  la  somme  de 
tous  les  diviseurs  de  la  norme  qui  sont  impairs  ou  égaux  au  double 
d'un  nombre  impair. 

VIL 

Problème.  —  Représenter,  de  toutes  les  manières  possibles,  un 
quaternion  proprement  dit  donné,  par  un  produit  de  quaternions 

premiers. 

C'est  dans  la  résolution  de  ce  problème  que  la  différence  entre  la 
théorie  des  entiers  complexes  de  (  rauss  et  celle  des  quaternions  entiers 
va  nettement  s'accuser. 


','^2  LIPSCHITZ. 

I  ne  fois  que  l'on  a  représenté,  d'une  certaine  manière,  un  nombre 
complexe  entier  propremenl  dit  par  un  produit  de  nombres  premiers 
complexes  pris  dans  un  ordre  déterminé,  or  sail  que,  pour  1«-  repré- 
senter de  toutes  les  manières  possibles,  il  suffit  de  permuter  de  toutes 
les  manières  possibles  les  nombres  premiers  complexes.  A.u  contraire, 
une  fois  que  l'on  a  trouvé  tous  les  quaternions  premiers  donl  les  normes 

sonl  des  diviseurs  de  la  norme  d'un  quaterni< Qtier  propremenl  dil 

donné,  on  peul  fixer  arbitrairement  un  certain  ordre  pour  les  normes 
de  ces  quaternions  premiers,  et  cet  ordre  détermine,  comme  nous 
allons  le  montrer,  ceux  de  ces  quaternions  premiers  dont  1<-  produit, 
pris  dans  cel  ordre,  est  égal  au  quaternion  propremenl  dil  donné. 

En  effet,  soil  \  un  quaternion  entier  propremenl  <lii  donné  donl  la 
norin  •  si  un  nombre  impair  ou  le  double  d'un  nombre  impair 

,■1  soil  /'  un  nombre  premier,  pair  ou  impair,  arbitrairement  choisi 
parmi  les  facteurs  de  31.1  \  >:  \  appartient  à  une  classe  déterminée 
(':,,;,,;,)  de  solutions  de  la  congruence  H; -h  ;;-+- :;!  o  (modp). 
Soil  I'  un  quaternion  premier  donl  la  norme  soil  égale  à  p  el  qui  ap- 
partienne à  la  même  classe  de  solutions  (Ç,,  Éi,  S»).  l-1'  produit  AI'  est 
alors  divisible  par/?;  en  désignant  par  (  i  un  quaternion  entier,  on  peul 
donc  écrire 

AI'       pG. 

Comme   n  i  I'  |   =/?,  on  déduit  de  cette  égalité  la  suivante  : 

\      GP. 

Le  quaternion  propremenl  <lii  donné  \  esl  ainsi  mis  sous  la  forme 
d'un  produit  donl  le  facteur  de  gauche  est  un  quaternion  entier  pro- 
premenl dil  <i.  «'i  l<-  facteur  de  droite  un  quaternion  premier  I'.  à 
norme  /',  appartenant  à  la  classe  de  solutions  de  la  con- 

gruence ';]  ol  modjo    à  laquelle  appartient  le  quaternion  \ 

lui-même.  <  >n  reconnaît  aussi,  en  raisonnant  comme  nous  l  avons  déjà 
fait  plusieurs  fois,  < 1 1 1 < *  si  l'on  demande  < !<•  mettre  un  quaternion  entier 
propremenl  dil  donné  \  bous  la  forme  d'un  produit  de  deux  facteurs 
«Il  >ni  le  premier,  celui  de  gauche,  soit  un  quaternion  entier  et  le  second, 
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celui  de  droite,  un  quaternion  premier  à  norme/?,  ce  dernier  appar- 
tient nécessairement  à  la  même  classe  de  solutions  de  la  congruence 
£;-h£J-+- £3  =  0  (modjo)  que  le  quaternion  donne  A.  Dans  l'équa- 
tion (2),  le  quaternion  premier  P  est  donc  entièrement  déterminé;  on 
peut  toutefois  remplacer  P  par  un  des  huit  quaternions  IP. 

Répétons  maintenant  sur  le  quaternion  entier  proprement  dit  G  le 
raisonnement  que  nous  venons  de  faire  sur  le  quaternion  entier  propre- 
ment dit  donné  A.  Nous  commençons  par  choisir  arbitrairement  parmi 

les  facteurs  de  — —  un  nombre  premier  q  qui  peut  d'ailleurs  être  diffé- 
rent de  p  ou  égal  à  p.  La  classe  de  solutions  de  la  congruence 
^1  +  ^2  +  £3  —  °  (mod  q)  à  laquelle  appartient  G  détermine  entière- 
ment, à  des  facteurs  près  I,  le  quaternion  premier  dont  la  norme  est 
égale  à  q  et  qui  est  facteur  de  droite  de  G.  Si,  au  lieu  de  P,  on  avait 
choisi  précédemment,  dans  l'équation  (2),  le  quaternion  IP,  il  fau- 
drait, pour  former  la  classe  de  solutions  de  la  congruence 

H* +  ^4- £3  =  0  (modçr), 

prendre,  au  lieu  de  G,  le  quaternion  GI  ;  il  en  résulterait  un  change- 
ment de  classe  donné  par  les  équations  (12')  du  §  IV. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  déterminé  le  dernier 
quaternion  premier,  avec  l'unité  qui  doit  le  multiplier  à  gauche,  et  re- 
constitué ainsi  le  quaternion  A. 

Dans  le  cas  où  la  norme  x(A)  du  quaternion  entier  proprement  dit 
donné  est  divisible  par  4,  on  peut  appliquer  la  même  méthode  tant 
que  l'on  choisit  des  facteurs  premiers  impairs  de  0^(A)  pour  les 
normes  des  facteurs  premiers  cherchés  de  A,  comptés  de  la  droite  vers 
la  gauche.  Mais,  lorsqu'on  fixe,  pour  la  première  fois,  le  nombre 
entier  2  comme  norme  du  facteur  premier  à  former,  on  peut  choisir 
pour  ce  facteur  premier  Vun  quelconque  des  24  quaternions  pre- 
miers E  qui  appartiennent  cependant  aux  trois  classes  différentes  de 
solutions  de  la  congruence  i*|  -h  %'î  +  £3=0  (mod  2).  En  effet,  soit  15  le 
quaternion  entier  proprement  dit  dont  la  norme  est  divisible  par  le 
nombre  entier  4  et  que  l'on  veut  mettre  sous  la  forme  d'un  produit  de 
deux  facteurs  dont  le  second  (celui  de  droite)  soit  un  quaternion  pre- 
mier ayant  une  norme  égale  au  nombre  entier  2.  Soit  E  l'un   quel- 

Jotirii.  de  Math.  (4*  série),  tome  II.  —  Fasc.  IV,  1886.  ^U 
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conque  des  qua  ter  nions  premiers  de  aorme  2.  Le  produit  BE  esl  un 
quaternion  donl  la  norme  esl  divisible  par  8,  mais  n'est  divisible  par 
aucune  puissance  plus  élevée  de  2.  <  !e  produil  ne  peut  donc  être  que 
le  double  d'un  quaternion  entier  proprement  dit  <  '..  1  )<•  1  équation 

BE     2<: 

nous  déduisons,  en  multipliant,  à  droite,  par  1<-  quaternion  premiej  I. 
conjugué  de  E  «1  'Mi  tenant  compte  de  ce  que  C  est  un  quaternion 
proprement  «lit,  L'équation 

I!      CE'; 

I      ^1 .  cmii m  1.'  E,  l'un  quelconque  des  :\\  quaternions  premiers  donl  la 
nonne  est   égale  à  2,  h  \.  est  un  quaternion  entier  proprement  dii 
donl  la  norme  esl  impaire  ou  égale  au  double  d'un  nombre  impair.  La 
détermination  des  facteurs  de  (  '.  rentre  donc  dan-  !<•  cas  précédent. 
Nous  avons  ainsi  obtenu  I'-  résultat  Buivant  : 

On  peut  toujours  représenter  un  quaternion  entier  proprement 
dit  donné-,  dont  I"  norme  est  un  nombre  impair  ou  le  double  'l'un 
nombre  impair,  pur  un  produit  de  quaternions  premiers ,  eu  imp  > 
su  ni  a  ces  quaternions  de  se  suivre,  de  droite  a  g  >///<■//>■,  dans  un 
ordre  tel  nue  leurs  normes  suivent  un  ordre  fixé  arbitrairement 
pour  les  facteurs  premiers  de  la  norme  du  quaternion  donné.  Cha- 
cun  des  quaternions  premiers  qui  figurent  dans  le  produit  appar- 
tient   alors    à     une    classe   de   solutions   déterminée .    de   pi->,e/ie   eu 

proche,  sans  ambiguïté.  Tout  se  pusse  de  même  pour  les  quater- 
nions entiers  proprement  dits  dont  la  norme  est  divisible  pur  \  jus- 
qu'à  ce  que  l'ordre  lire  pour  les  /acteurs  de  cette  norme  amène 
pour  la  première  fois  le  nombre  ••.  On  peut  alors  choisir  arbitrai- 
rement, comme  facteur  premier,  l'un  quelconque  des  ±\  quater- 
nions premiers  dont  la  norme  est  égale  à  1.  Ce  choix  une  fois  fait, 

les    élusses   de   so/f/tio/rs  au. rur/el/es   appartiennent    les    quaternions 

premiers  dont  les  normes  sont  les  nombres  premiers  suivants,  pris 
dans  l'ordre  indiqué,  sont  déterminées,  de  proche  en  profite,  sans 
ambiguïté,  jusqu'à  la  fin. 
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Prenons  comme  exemple  le  quaternion 

—  H-3l,a +!*!,+  2i23 

dont  la  norme  est  égale  à  i5.  11  appartient  à  la  classe  de  solutions  de 

la  eongruence 

Y  2  Y  2 


=  0         i  mod  3) 


qui  est  représentée  par  le  système 

£,  =  i,  £2=2,  :.,      ;2  (mod'}) 

et  à  la  classe  de  solutions  de  la  eongruence 

\]  +  \\  -h  Hj;-  =  o         (mod  5) 
qui  est  représentée  par  le  système 

S,;  -o,         H,--i,         ;     =2        (  mod  5  ). 
Les  quaternions 

dont  la  norme  est  3,  appartiennent  aux  quatre  classes  de  solutions  pos- 
sibles de  la  première  des  deux  congruences  précédentes. 
Les  quaternions 

[  -+-  2l12,        l  —  2l,2,        I  +  2/'l;1,        I—  2*'m        [-H2Ï2J,        I  —  2«as) 

dont  la  norme  est  5,  appartiennent  aux  six  classes  de  solutions  possibles 

de  la  seconde  des  deux  congruences  précédentes. 

Pour  mettre  le  quaternion  donné,  dont  la  norme  est  égale  à  >.  ». 
sous  la  forme  d'un  produit  de  deux  facteurs,  nous  pouvons  demander 
que  la  norme  du  facteur  de  droite  soit  ('gale  à  3;  nous  obtenons  alors 
la  solution 

—  i  H-  3ll2-h  iiZ+  2/,3  =  (  i  +  '->/',,,  )M  -+-  iirH-  /,,); 
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mais  dous  pouvons  aussi  demander  que  la  norme  <ln  facteur  <1<-  droite 
soit  égale  à  5  :  nous  obtenons  alors  la  solution 

—  I  -h  M, ,  -+-  î,  :1  -h  2  |„  =  —  ('  I  —  I,  o  -4-  / ,  :,  )  (  I  —  2  l„  ). 

I  ).in-  les  deux  manières  précédentes  de  représenter  le  même  quatcr- 
nion.  les  facteurs  premiers  qui  correspondent  à  chacune  des  deux 
nonnes  appartiennent  à  des  classes  de  solutions  différentes. 


VIII. 

Substitutions,  à  coefficients  rationnels,  </ui  transforment  une  somme 
<lr  trois  carrés  en  elle-même.  Composition  de  ces  substitutions. 

La  théorie  <|n«'  non-  venons  <1«'  développer,  <l«'  la  décomposition  des 
quaternions  entiers  en  quaternions  premiers,  nous  permet  d'écrire 
toutes  les  substitutions,  ;'i  coefficients  rationnels,  qui  transforment  une 
somme  de  trois  carrés  <'n  elle-même.  Euler  a,  1<-  premier,  appelé  l'at- 
tention Bur  ces  substitutions  dans  Bon  Mémoire  déjà  cité  :  Problema 
algebraicum  ob  affectiones  prorsus  singulares  memorabile.  <  >n 
peut,  comme  nous  luxons  montré  dans  le  §111,  passer  de  toute  sub- 
stitution à  coefficients  rationnels  transformant   une  somi le  trois 

carrés  en  elle-même  <■!  ayant  un  déterminanl  égal  à  -+-  i  à  une  autre 
substitution  semblable  pour  laquelle  le  déterminant  |  I  »  est  différent 
(!«•  zéro.  Les  équations  <  ~  >  <lu  *j  III  nous  montrent  < | u< -  la  substitution 

rationnelle  choisie  conduit  à  quatre  i bres  entiers  réels  /„.  / , ... 

/  .  n'ayant  aucun  diviseur  commun,  entièrement  déterminés,  au  même 
facteur  *  i  \>\<->.  A  cette  substitution  rationnelle  correspond  donc  un 
quaternion  entier  proprement  dit,  déterminé  au  facteur  fc  i  près, 

(l)  ±Oo+  *ia*ia    •     *u*u    •    '' -■.>->  '• 

Quatre  des  huit  quaternions 
qui  appartiennent  à  la  même  classe  de  solutions,  nous  donnent  ensuite 
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les  substitutions  provenant  de  la  substitution  choisie  en  changeant  les 
signes  des  coefficients  de  deux  quelconques  des  trois  colonnes.  Pour 
obtenir  toutes  les  substitutions  rationnelles,  il  faut  donc  considérer 
tous  les  quaternions  entiers  proprement  dits. 

Les  équations  (25)  du  §  III  nous  donnent  les  coefficients  a,,, 
a, 2,  ...,  a33  de  la  substitution  correspondant  à  un  quaternion  entier 
proprement  dit  donné  A,  sous  forme  de  fractions  dont  le  dénomina- 
teur commun  est  0ç>(À).  Nous  pouvons  nous  demander  si  le  dénomi- 
nateur et  tous  les  numérateurs  de  ces  fractions  ont  des  diviseurs 
communs.  Le  plus  grand  commun  diviseur  T  des  quatre  nombres 
entiers 

.„,  (  K  —  ^2  —  Ai3  +  K:>  »        Ao  —  "kr>  ■+■  Aî:i  ~   A2:<  5 

(   Ajj-h  XJ,—  K-i  —  A23>       ~Ao  +  ~Aî2-+-  An+  A235 

divise  nécessairement  les  quatre  nombres  entiers 

r\Ki    W2J    4A;:t,    4A2sî 

donc,  comme  À  est  un  quaternion  proprement  dit,  T  ne  peut  être  qu'un 
diviseur  de  4?  c'est-à-dire  l'un  des  nombres  i,  2,  4-  Si  le  nombre  entier 
3t,(À)  est  impair,  il  vient  T=  1  et  l'on  ne  peut  amener  les  expressions 
précédentes  des  coefficients  an,  a12,  ...,  a.,.,  à  avoir  un  dénominateur 
commun  plus  petit  que  Dt>(A).  Si  <3î,(A)est  le  double  d'un  nombre  im- 
pair, deux  des  quatre  nombres  X0,  X12,  X13,  X23  sont  pairs  el  deux  sonl 
impairs  ;  les  numérateurs  des  expressions  trouvées  pour  a ,, ,  . . . ,  a3l  sonl 
donc  tous  pairs;  il  vient  T  =  2  et  l'on  peut  simplifier  chacune  des 
fractions  par  2.  Si  3î>(À)  est  le  quadruple  d'un  nombre  impair,  les 
quatre  nombres  X0,  X12,  Xl3,  X23  sont  impairs;  leurs  carrés  sonl,  par 
suite,  congrus  à  1  suivant  le  module  8  ;  les  numérateurs  des  expressions 
trouvées  pour  an,  ...,  a88  sont  donc  tous  divisibles  par  4;  il  vient 
T  =  4  et  l'on  peut  simplifier  chacune  des  fractions  par  \.  On  voit 
donc  que,  si  l'on  ramène  au  plus  petit  dénominateur  commun  pos- 
sible les  coefficients  des  substitutions  rationnelles  qui  transforme  ni 
une  somme  de  trois  carrés  en  elle-même,  ce  dénominateur  esi  néces- 
sairement un  nombre  impair. 

Il  en  est  de  même,  comme  nous  l'avons  vu,  pour  les  substitutions 
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rationnelles  qui  transformenl  une  somme  de  deux  carrés  en  elle-même. 
Mais  dans  ces  dernières  le  dénominateur  [réduit  ne  peut  contenir  en 
facteur  que  des  nombres  premiers  delà  forme  \  r  -h  r ,  tandis  que  dans 
1rs  substitutions  rationnelles  «jui  transformenl  une  somme  <l<'  trois 
carrés  en  elle-même,  !<•  dénominateur  réduit  peut  être  un  nombre  im- 
pair quelconque. 

\  la  multiplication  des  quaternions  correspond  la  composition  des 
substitutions.  <  lomme  toul  quaternion  entier  proprement  <lii  peut,  par 
le  procédé  indiqué,  être  <  >  I  »  t  <  •  1 1 1 1  en  multipliant  dans  un  ordre  li\«'-  arbi- 
trairement  des  quaternions  premiers  entièrement  déterminés  par  cet 
ordre,  la  substitution  rationnelle  correspondant  à  un  quaternion  entier 
proprement  <lii  pourra  être  obtenue  en  composant  dans  le  même  ordre 
les  substitutions  rationnelles  qui  correspondent  à  ces  quaternions  pi 
miers.  Les  trois  quaternions  premiers 

(4)  i  +  *«>     '  ■+■  *»u     l  +  'llî 

donl  la  norme  esl  égale  à  2,  appartiennent  aux  trois  classes  possibles 
de  solutions  de  la  congruenceÇJ  -+-  ;'-f-  Ç2=o<  mod  2)  [comparez  (18), 
§  Vil.  Os  trois  quaternions  déterminent  les  trois  substitutions 


./-,      y„ 

xi    :  ■ 

•'■;,  =  •  y%\ 

■'1            (    • 

i 

V\  '• 

;  . 

xt=  -  r,. 

y%- 

Les  coefficients  de  ces  substitutions  sont  des  nombres  entiers,  ce 
nui  est  d'accord  avec  ce  que  nous  disions  toul  à  I  heure  du  dénomina- 
teur commun  réduit,  des  substitutions  rationnelles  <|ui  transformenl 
une  somme  de  in>is  carrés  <mi  elle-même.  Si,  au  contraire,  la  norme 
est  un  nombre  premier  impair  />,  chaque  quaternion  premier  apparte- 
11, mi  à  l'une  des  (p  ■  1  >  classes  possibles  de  solutions  de  La  con 
gruence  £*  h  £'  -+■  \  0  (mod p)  détermine  une  substitution  ration- 
nelle <loni  le  dénominateur  commun  réduit  autant  que  possible  «--t  le 
nombre  />  lui  même. 

Mous  avons  déterminé,  dans  le  §  \  I.  le  nombre  des  quaternions 
proprement  'lit-  dont  la  norme  est  un  nombre  entier  donné,  impair,  ou 
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double,  ou  quadruple  d'un  nombre  impair.  Il  est  facile  d'en  déduire 
le  nombre  des  substitutions  rationnelles  dont  les  coefficients  ont  pour 
dénominateur  commun  réduit  autant  que  possible  un  nombre  impair 
donné.  Comme  la  norme  de  tout  quaternion  correspondant  aux  substi- 
tutions rationnelles  dont  on  cherche  le  nombre  est  égale  au  nombre 
impair  donné  ou  au  double  ou  au  quadruple  de  ce  nombre  impair,  et 
comme  deux  quaternions  À  et  —  A  déterminent  la  même  substitution, 
le  nombre  cherché  est  égal  à  la  moitié  de  la  somme  des  nombres  expri- 
mant le  nombre  de  quaternions  entiers  proprement  dits  dont  la  norme 
est  l'entier  impair  donné,  le  nombre  de  quaternions  entiers  propre- 
ment dits  dont  la  norme  est  le  double  de  cet  entier  donné,  et  le  nombre 
de  quaternions  entiers  proprement  dits  dontla  norme  est  le  quadruple 
de  cet  entier  donné. 

Nous  avons  donné,  dans  le  §  VII,  un  procédé  qui  permet  de  repré- 
senter un  quaternion  entier  proprement  dit  quelconque  donné  par  un 
produit  de  quaternions  premiers;  nous  avons  vu  que  Tordre  de  succès 
sion  des  nonnes  de  ces  quaternions  premiers  étant  une  fois  fixé,  les 
quaternions  premiers  son*  déterminés.  On  en  déduit  immédiatement 
le  procédé  qui  permet  de  représenter  une  quelconque  des  substitu- 
tions rationnelles  qui  nous  occupent,  en  composant  des  substitutions 
rationnelles  dont  les  dénominateurs  soient  les  facteurs  premiers  im- 
pairs contenus  dans  le  dénominateur  de  la  substitution  rationnelle 
donnée  que  l'on  cherche  à  représenter;  l'ordre  de  succession  de  ces 
facteurs  premiers  impairs,  auxquels  il  faut  ajouter  parfois  une  ou  deux 
fois  le  facteur  2,  étant  une  fois  fixé,  les  substitutions  composantes  sont 
déterminées;  celles  qui  correspondent  au  facteur  2  sont  les  substitu- 
tions entières  (5a)  ou  (5b)  ou  (5C). 

Les  problèmes  résolus  pour  les  quaternions  entiers  trouvent  donc 
une  application  immédiate  et  complète  dans  la  théorie  arithmétique 
des  substitutions  à  coefficients  rationnels  qui  transforment  une  somme 
de  trois  carrés  en  elle-même. 
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Sur  une  loi  de   Fresnel; 
Par    M.    E.    JABLOjXSKI 

Professeur  au  lycée  Cliarlemagne. 


1.  La  loi  dont  il  s'agit  a  été  formulée  par  Fresnel,  sous  forme  d'hy- 
pothèse qui  lui  a  servi  à  établir  la  théorie  mécanique  de  la  réfraction; 
c'est  la  suivante  : 

Dans  deux  milieux  élhérés  différente}  les  carrés  des  vitesses  de 
propagation  des  ondes  planes  sont  m  raison  inverse  des  densités  de 
ces  milieux. 

C'est-à-dire  que,  si  Ion  désigne  par  £  la  densité  de  l'éther  libre, 
par  o'  celle  de  l'éther  qui  pénètre  un  corps  pondérable  transparent,  ci 
par  /•  l'indice  de  réfraction  de  ce  corps,  supposé  isotrope,  on  a 


r 


Dans  ce  même  Journal  ('),  j'ai  publié  le  résultat  de  mes  recherches 
mathématiques  sur  les  déformations  que  l'éther  libre  subit  lorsqu'il 
pénètre  dans  un  corps  pondérable,  et  j'ai  donné  le  moyen  de  les  cal- 
culer en  fonction  des  masses  des  particules  pondérables  et  de  leurs  dis- 
lances mutuelles. 

(')  Mai  et  octobre  188.',  (t.  X). 

Journ.  de  Math.  {'\*  série),  tome  II.  —  Fasc.  IV,  1886.  >>7 
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Les  formules  trouvées  donnent  des  résultats!  intimement  \\>-<  à  la 
structure  du  corps,  <•!  permettent  sans  aucune  hypothèse  nouvelle, 
autre  que  [action  à  distance,  de  rendre  compte  des  différences 
marquées  que  l'observation  révèle  dans  l'étal  de  l'éther  <|iii  pénètre 
un  corps  suivant  les  : différents  systèmes  cristallins  auxquels  ce  corps 
peul  appartenir. 

(  les  formules  ont  fourni  des  résultats  qui  paraissent  conformes  aux 
données  de  I  expérience,  <■!  onl  conduit,  pour  la  classification  des  cris- 
taux, «'ii  ce  qui  concerne  leurs  propriétés  optiques  '-i  géométriques,  .1 
des  lois  que  I  expérience  seul-'  n'avait  pas  encore  données;  il  \  a  lieu  <!<• 
penser  qu'elles  ne  sont  pas  contraires  à  la  réalité,  mai-  elles  sont  en  dés 
accord  complet  avec  la  loi  de  Fresncl,  rappelée  plus  haut,  cl  l'objet 
de  ce  travail  est  de  lever  <•<•!  te  difficulté. 

Lu  désignant  par  — -  l<i  terme  prépondérant,  aux  très  petites  dis- 
tances, de  la  fonction  <pii  expri L'action  mutuelle  <!<•  deux  particules 

d'éther  de  masse  ///,  à  la  distance  /\  u  étant  une  constante,  et  pai  & 
mu'  autre  constante  qui  dépend  de  la  structure  «lu  milieu  »  '  >.  on  h 
1  rouvé 

r*  =  (i  -+--,/'-' 
.■I 

pour  que  la  loi  de  FYcsnel  fûl  vraie,  il  faudrait 

d'où  //  ';.,  c'est-à-dire  que  I  action  mutuelle  de  deux  particules 

d'éther  croîtrait  avec  leur  distance,  ce  qui  ne  peul  être. 

Indépendamment  <!<•  nos  formules,  on  pouvait  voir  a  priori  que  la 
loi  considérée  «,s-i  en  contradiction  avec  le  principe  même  de  la  théorie 
de  Fresnel  qui,  comme  celle  de  (  lauch)  .  repose  sur  l'action  à  distance, 
action  d'autan I  plus  forte  que  la  distance  est  plus  faible.  En  effet,  en 
partant  de  ce  principe,  <  lauchj  est  parvenu  à  l'expression  de  la  vitesse 

\l  ,1  .  —  1    p.  1 65  et  suivantes  1 1.  X). 
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de  propagation  des  vibrations  transversales  donl  le  carré  est  égal  à 

\  —  n  v^  ">  \>- 


2.3.5 


-i 


le  2  se  rapportant  à  tout  le  fluide  éthéré. 

Si  n  est  positif  et  supérieur  à  i,  ce  qui  ne  fait  aucun  doute,  parée 
que  Faction  des  particules  les  plus  voisines  est  certainement  prépondé- 
rante, la  vitesse  est  d'autant  plus  grande  que  la  distance  moyenne  des 
particules  d'éther  est  plus  petite  et,  par  suite,  que  la  densité  est  pins 
grande  :  c'est  justement  le  contraire  de  ce  que  veutla  loi  de  Fresnel. 

Si  Ton  se  reporte  aux  raisonnements  par  lesquels  l'illustre  physicien 
a  été  conduit  aux  équations  qui  donnent  les  intensités  des  rayons 
réfléchis  et  des  rayons  réfractés,  on  remarque  qu'ils  restent  les  mêmes, 
quelle  que  soit  la  nature  du  /laide  vibrant. 

Les  conclusions  subsisteraient  donc  pour  un  fluide  hypothétique  que 
l'on  peut  imaginer  à  volonté.  Ainsi  rien  n'empêche  d'étendre  les  con- 
séquences trouvées  à  un  fluide  dont  les  particules  se  repousseraient 

suivant  la  loi  —77-5  quand  bien  même  ce  fluide  n'existerait  pas  dans  la 

nature.  Or,  on  a  vu  précédemment  que,  pour  //  positif,  la  loi  de  Fresnel 
n'est  pas  vérifiée. 

Prise  en  rigueur,  la  loi  de  Fresnel  est  incompatible  avec  la  disper- 
sion; car,  si  un  rayon  de  lumière  blanche  tombe  sur  un  morceau  de 
verre,  par  exemple,  la  dispersion  n'existant  pas  dans  le  vide,  toutes  les 
ondes  qui  composent  la  lumière  incidente  ont  même  vitesse  de  propa- 
gation avant  la  réfraction,  et  acquièrent  ensuite,  selon  la  durée  de  leur 
vibration,  c'est-à-dire  selon  leur  couleur,  des  vitesses  différentes  dans 
l'étherqui  pénètre  le  verre;  il  faudrait  donc  admettre  pour  cet  éther 
autant  de  densités  différentes  qu'il  y  a  de  couleurs  dans  le  spectre.  Il 
est  vrai  que  Ton  pourrait  n'appliquer  la  loi  qu'en  négligeant  la  disper- 
sion; mais  alors  on  ne  satisferait  plus,  à  l'équation  des  forces  vives,  et 
c'est  pour  y  satisfaire  que  Ton  est  obligé  d'accepter  la  loi,  ainsi  qu  on 
le  verra  plus  loin,  lorsqu'on  interprète  d'une  manière  inexacte  la 
théorie  de  la  réfraction  fondée  sur  le  principe  de  la  continuité. 

Toutes  ces  raisons  conduisent  à  penser  que  la  loi  de  Fresnel  est 
inexacte,  d'autant  pins  qu'elle  est  absolument  inutile.  On  peut  voir 
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dans  ce  même  Journal  (  '  )  les  formules  relatives  à  la  double  réfraction 
uniaxialc  el  biaxiale;  elles  onl  rit'1  établies  -.m-  I'-  secours  de  la  l"i.  <■! 
subsistent  >i  on  la  rejette.  (  les  formules  donnent  toutes  les  l<>i-  connues 
de  ces  phénomènes,  l'ellipsoïde  de  Huygcns,  la  surface  du  quatrième 
degré  de  Fresncl,  <•!<■.:  <»n  |>nit  consultera  ce  sujet  M  Essai  sur  l<>  lu- 
mière, <l«"  Briot.  IMn^  loin,  nous  montrerons  que  le  calcul  des  intensités 
des  rayons  réfléchis  el  des  rayons  réfractés  n'exige  |>a-  non  plus  cette 
loi.  D'ailleurs,  pour  ne  laisser  aucun  doute  sur  ce  sujcl  important,  je 
vais  reprendre  la  théorie  générale  de  la  réfraction  <•!  <l«'  la  réflexion,  el 
l'appliquer  au  cas  particulier  considéré  par  Frcsnel,  el  à  l'occasion 
duquel  il  a  énoncé  la  loi  «mi  question,  puis  au  cas  !<•  y\\\^  général. 

*2.  Théorie  générale  de  l<i  réfraction  ci  de  l<i  réflexion.  La 
théorie  <l<'  la  réfraction  <•!  de  la  réflexion,  telle  que  I  a  donnée  <  .an<li\ 
cl  telle  que  la  pressentait  Fresnel  lui-même,  repose  >\\v  le  principe  de 
ht  continuité  du  mouvement,  que  l'on  peut,  ce  me  semble,  énoncer  de 
li  manière  suivante  : 

Lorsqu'un  mouvement  se  transforme  en  un  nuire,  l'état  initialde 
celui  qui  prend  naissance  est  justement  l'état  final  du  mouvement 
antérieur,  c'est-à-dire  l'élut  de  ce  mouvement  en  tous  les  points  de 

I ''■:<!>< icc  où  se  j ait  la  transformation. 

Voyons  comment  on  |>"iii  traduire  analytiquemenl  ce  principe. 

Soient  ;,  r,  Z  les  déplacements  comptés  suivant  ii«>i-  axes  rectangu- 
laires; ce  xii il  des  fonctions  du  temps  t  cl  des  coordonnées  p,  \  .  :  de  la 
position  <ln  point  matériel  à  I  époque  /.  Soient 

!j  =   ÇH    r.    )  .    -.   /  i. 

rj  =  :«./■.  \ ,  s,  /i. 

s  ."=  /(  ./.    \  .   3,  /  i. 

Imaginons  que  ces  fonctions  soient  définies  par  des  équations  aux  dif- 
férentielles partielles  du  deuxième  ordre  par  rapport  à  p,  y,  s,  cl  <l  un 
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ordre  quelconque  par  rapport  à  l\  cela  a  lieu  effectivement  pour  le  sou. 
pour  la  lumière,  pour  la  chaleur  et  pour  le  mouvement  quelconque  d'un 
fluide  lorsqu'il  y  a  une  fonction  de  vitesses,  et  en  particulier  lorsqu'il 
est  mis  en  mouvement  par  une  percussion.  On  veut  transformer  le 
mouvement  de  toutes  les  particules  qui  sont,  à  un  instant  donne,  sur 
une  certaine  surface,  dite  surface  de  séparation,  en  d'autres  satisfai- 
sant aussi  à  des  équations  aux  différentielles  partielles  de  même  ordre 
que  les  précédentes,  et  cela  de  manière  que  le  principe  de  continuité 
soit  observé,  c'est-à-dire  que  le  nouveau  mouvement  soit  la  continua- 
tion du  mouvement  antérieur,  ce  qui  est  le  cas  de  la  nature.  Soi. -ni. 
dans  le  nouveau  mouvement, 

Si  —  ?i  \,JCi  )'■>  -•>  ')i 

'Çt  =  yjx,y,  z,  t) 

les  expressions  des  déplacements  en  un  point;  les  fondions  <p,,  'ln  y, 
seront  complètement  déterminées  parles  équations  différentielles  qui 
les  lient,  si  l'état  initial  du  mouvement  est  connu. 

Or,  pour  fixer  les  idées,  imaginons  d'abord  le  cas  où  la  transforma- 
tion se  ferait  en  tous  les  points  d'un  plan  pris  pour  plan  des  ./t.  el  donl 
l'équation  serait,  par  suite,  z  =  o.  Pour  connaître  L'état  initial  du  iioii- 

•i  p  -i  i  i  i  d&i    <•/•!/,    il/ , 

veau  mouvement,  il  laut  avoir  les  valeurs  de  <p,,  y,,  y,  et  -~  >  -P  >  777 

pour  ;  =  o  et  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  autres  variables  a ', 
v,  /.  Le  principe  de  continuité,  sous  la  forme  où  nous  l'avons  présenté, 
donnera 


?.  =*1 

dz 

dy 

~  dz 

h  =  'h 

dz 

~  d~z 

'h  =  'h 

dz 

~  dz 

pour  z  =  o  et  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  ./•,  \\  /. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  ces  conditions  ne  sont  pas  plus  difficiles 
à  trouver. 
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Si  la  surface  de  séparation  esl  une  sphère,  on  emploiera  les  coor- 
données sphériquea  ordinaires  p,  0,  oj,  et  si  pour  la  sphère  on  a 


r 

mu  écrira 


•  '  •  df  il. 

i       ,i         <*h       '/: 

V'  =  V-  ,/,  • 

_  <oA_  d, 

x«  — /.»       ,/?  -    ,/-. 

pour  p  =  rel  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  6,  tu  cl  /. 
Si  l;i  surface  n'esl  pas  développable,  <>n  peut  la  considérer  comme 

I" . ■  1 1 \  eloppc  d  mi  plan 

./■>in0  cosœ  -i-  >  s i m 0  sinco  4-  ?cos6     f{  0,  <•>  l   =  o, 

où  0  el  w  ^<»ni  deux  variables  indépendantes  :  ce  sont  les  angles  propres 
à  définir  la  direction  de  la  normale  au  plan; /"(O,  w)  est  une  fonction 
de  ces  variables  dépendant  <l<-  la  nature  de  la  surface,  cl  une  constante 
dans  le  cas  particulier  d'une  sphère  ayant  pour  centre  l'origine.  Les 
coordonnées  d'un  poinl  <!<•  lu  surface  sont  données  par  celte  équation 
jointe  au\  suivantes 


rcos0coso)+  y  cosô  sinco  -    zsinQ       =      »». 


csmOsinoj   •    vsinUcosco        ,        <>. 

dm 

que  l'on  en  déduil  en  différentianl    la  première  successivement  par 
rapport  à  6  el  à  w.   actuellement,  si  à  la  première  on  substitue  celle-ci  : 

rsinOcosoi      ysinôsinw  h*cos6      /(6,a>)  =  p, 

p  étanl  une  variable  indépendante,  el  qu'on  l'adjoigne  au\  <l<-u\  autres, 
ou  obtiendra  une  famille  de  surfaces  <l<>ni  la  proposée  fait  partie,  el 

qu  <>u  r<'in>u\ e  pour  p      o. 
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On  voit  sans  peine  que  p  est  une  longueur  portée  sur  la  normale  en 
un  point  de  la  surface  considérée  et  dans  une  direction  convenable  sui- 
vant son  signe.  Les  équations  aux  différentielles  partielles  par  rapport 
à  ./•,  y,  z  se  changent  en  équations  aux  différentielles  partielles  du 
même  ordre  par  rapporta  p,  0  et  to  qui  constituent  un  système  de 
coordonnées  d'un  usage  très  général  et  très  commode  pour  notre 
objet. 

Pour  traduire  le  principe  de  continuité,  on  sera  maintenant  conduit 
à  écrire  que,  pour  p  =  o  et  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  0,  oj  et  /• 
on  a 


'h  =  +j 
X«  =  'h 

Si  la  surface  est  dévcloppable,  0  et  w  sont  liées  par  une  équation, 
w  peut  être  considéré  comme  fonction  de  ô;  on  conservera  une  des  va- 
riables x,  y  ou  z  avec  0  et  p. 

Dans  certains  cas  particuliers,  on  peut  simplifier  la  question  par  un 
choix  de  coordonnées  indiqué  parla  nature  de  la  surface  de  séparation. 
Ainsi,  s'il  s'agit  d'un  cône  de  révolution  dont  l'angle  générateur 
serait  0',  on  dirigera  l'axe  des  z  suivant  Taxe  du  cône,  on  prendra  dans 
le  plan  perpendiculaire  mené  par  le  sommet  deux  axes  rectangulaires 
quelconques  Oj?  et  Oy  menés  par  ce  point,  puis  on  adoptera  les  coor- 
données sphériques  ordinaires  p,  0,  co. 

On  aura  alors,  pour  0  =  0'  et  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  tu, 
P  et  /, 


d? , 
~dj 

dp 

d<b 
~  ~dp 

d/t 
dp 

_  dl 

~  d? 

—  ?> 

d'sx 

~dt 

do 

~  d<> 

*. 

=  'h 

d<l 

/.< 

=  'h 

d'L\ 

—  db 

et  ainsi  de  suite  dans  chaque  cas  particulier 
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Les  conditions  générales  trouvécs,el  qui  ne  sont  que  1 .1  traduction 
immédiate  «lu  principe  énoncé  plus  liant,  contiennenl  la  théorie  la  plus 
complète  de  la  réflexion  <-i  <!'•  la  réfraction,  <-i  plus  généralement 
encore  de  i< m-  \<--  changements  <[u<-  peuvent  produire  dans  le  mouve- 
ment <l  un  fluide  ou  d'une  partie  d'un  fluide  des  obstacles,  des  forces 

ivellcs  qui,  à  nu  certain  instant,  viendraient  à  être  appliquées  à  tuiis 

les  points  un  à  quelques-uns  seulement,  <■!  enfin  les  variations  sinon 
brusques,  <ln  moins  très  rapides  de  la  densité  <•!  de  la  constitution  du 
milieu.  Elles  ne  supposent  pas  les  mouvements  très  petits.  \n  fond,  ces 
conditions  n  expriment  rien  autre  chose  qu'une  décomposition  «In  mou- 
vement incident  en  plusieurs  autres,  <l<>ui  l'ensemble  lui  est  rigoureu- 
sement équivalent. 

Il  est  facile  de  voir  que,  moyennant  ces  conditions,  la  force  \i\<" 
totale  du  nouveau  mouvement  est  la  même  dans  ^<ni  <'-iai  initial  que 
celle  <lu  mouvement  incidenl  dans  son  état  final,  «-n  tous  les  points  de 
la  surface  de  séparation.  En  effet,  en  tout  point,  dans  l'un  et  l'autre 
mouvement,  la  vitesse  s'exprime  de  la  même  manière  au  moyen  des 
fonctions  z>.  y  et  y  <i  de  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  par 
rapport  à  /  et  par  rapport  aux  coordonnées  <lu  point;  or,  d'après  les 
conditions  écrites  <'n  tous  les  points  de  la  surface  de  séparation,  ces 
fonctions  <-i  toutes  leurs  dérivées  du  premier  ordre  sont  «'•-air-;  les 
vitesses  sont  donc  les  mêmes.  Les  particules  situées  sur  cette  surface 

sont,  dans  I  un  et  l'autre  cas,  animées  du  même  mouve ni  et,  par 

suite,  la  force  \ i\ c  reste  la  même. 

Mais,  actuellement,  deux  cas  sont  à  considérer,  selon  que  le  nouveau 
mouvement  ou  les  composantes  de  ce  mouvement  vont  continuer  à  se 
propager  dans  un  milieu  <l«'  même  composition  que  celui  <>ù  se  propa- 
geait le  mouvement  incident,  c'est  le  cas  du  mouvement  réfléchi,  ou 
dans  un  milieu  de  composition  différente,  c'est  le  cas  du  mouvement 
réfracté.  Pour  fixer  l<-s  idées,  considérons,  ce  <|ui  suffit  pour  notre 
objet,  un   mouvement    vibratoire  que  l'on   peut  toujours  constituer 

'I les  planes;  dans  le  premier  cas,  la  densité  restant  la  même,  il  n'\ 

a  rien  à  changer  aux  amplitudes  initiales  tirées  des  conditions  eréné- 
raies,  pour  que  la  force  \i\<-  du  mouvement  réfléchi  reste  la  même  que 
Bur  la  surface  de  séparation;  dans  le  second  cas,  il  n'en  est  plus  ainsi, 
l  amplitude  de  chaque  onde  plane  devra  changer  avec  la  densité,  de 
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il!) 


façon  que  l'intensité  reste  la  même.  Dans  ce  dernier  cas,  les  conditions 
générales  ne  sont  plus  suffisantes  pour  déterminer  complètement   le 

mouvement  réfracté  en  un  point  qui  n'est  pas  sur  la  surface  de  sépa- 
ration; il  faut  y  joindre  l'équation  des  forces  vives. 

Nous  allons  appliquer  ces  considérations  générales  au  cas  si  m  [(le 
étudié  par  Frcsncl,  et  à  d'autres  plus  étendus. 

5.  Elude  d'un  cas  particulier.  —  La  surface  réfléchissante  étant 
supposée  plane,  la  surface  de  séparation  sera  un  plan  parallèle  à  celle 
surface  et  à  une  très  petite  distance,  comparable  au  rayon  de  la  sphère 
d'action  d'une  particule  pondérable  hors  du  corps.  Nous  la  prendrons 
pour  plan  des  xy,  et  nous  prendrons  pour  direction  positive  de  Taxe 


desz  la  direction  extérieure  de  la  normale.  Le  rayon  incident  étant  ÎO, 
nous  prendrons  le  plan   d'incidence  IOZ  pour  plan  des  xz,  et  nous 
supposerons  la  vibration  polarisée,  rectiligne  et  s'exécutant  perpendi- 
culairement au  plan  d'incidence,  c'est-à-dire  suivant  Oy. 
Soient  donc 


=  o. 


r  =  fteHax+czs,  _ 


L  =  O 


les  composantes  de  cette  vibration  persistante;  B  est  l'amplitude,  a. 

c,  s  sont  réels,  i  est  mis  pour  y —  i. 

Le  plan  des  xy  est  censé  séparer  deux  milieux  éthérés,  savoir  I  éther 
libre  au-dessus,  et  au-dessous  l'éther  modifié  par  la  présence  d'un 
corps  pondérable  isotrope.  Dans  chacun  de  ces  milieux  peuvenl  se  pro- 
pager des  vibrations  longitudinales  et  des  vibrations  transversales.  Dans 

Jourii.  de  Math.  (4*  série),  tome  II    -  Fasc.  IV,  i S8G.  ■>' 
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l'éther  libre,   pour  une  vibration  transversale  dont  les  composantes 

seraient 

5    \    .,/  as    b)     <  z-st) 

•»   —    •  »  ' 

?)  =  Be  *-"\ 

on  .1 

Ka       Bb  •+■  Ce.  ;     o 
el 

«  el  A  étant  deux  constantes  <  '  I. 

Pour  une  vibration  longitudinale,  on  a 

\        B    _  <_: 

il  h 

sa      (^-h3A)(a'-f-^a  +  c'). 

I);iii^  l'éther  modifié,  on  a  des  formules  semblables;  il  suffit  de  rem- 
placer s  par         -       :  et  //  par  «  ■'  ).  abstraction  faite  de  la 

dispersion. 

(  )ela  posé,  imaginons  que  I  on  décompose  le  mouvement  incident  en 
autant  de  vibrations  <|u  il  peut  s  en  propager  dans  l'un  el  l'autre  nn- 
lieu,  el  conformément  au  principe  de  la  continuité. 

Soient 

\  , 


| 


Mai  i884,  p.  i5  t,  t.  \. 
Mai  i884,  p.  il 
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les  composantes  suivant  les  axes  de  coordonnées  de  ces  vibrations  dans 
le  milieu  supérieur.  Soient,  de  même, 

A„i(ax  +  b:  Y-ht-  z—st) 
J^    gi(aix-+b,y-+cszs,t) 


\]    qÏ [alx+bl y*-cl z- sft) 
J3    pila^x-t-b^y+c.z—sj 

C„i  a^x+b,  y+c^z-st) 
2  C       -  -  -         -, 

les  composantes  de  vibrations  ayant  même  longueur  d'onde  et  même 
durée  que  celles  qui  se  propagent  dans  le  milieu  inférieur,  mais  non 
même  amplitude. 

Los  conditions  générales  données  dans  le  numéro  précédent  sont  ici, 
pour  z  =  o, 

^  '  (,i{«'.r  hVy  -s't)  _>_    K"  „t{a"x+b"y—s"t)     , 

4-  A,  c'(ai*+V-'i'J  -+-  A2ei(a*x+b*r-s*t]  ■+-. .  .=  o, 

R'  pi((i'x+-b'y—  s't)     ,     T>"  ,>H(i"x*-b"y-s"t)    , 
( "v  _i («'j;-f  b'y+s'C)    ,     Ç\// „i{a"x+b"ys"t)    , 

4-  C,  ^(«««"V-V  -+-  C.)t''l',;J''^'-V)  -+-. .  .==  o, 
4-  c,  A,  e'(«.*+V-*,fl  -+.  c,  AjC^'+V-V»-*-. . .  =  o, 

C'  |iV'("''rHi'-,"1'')+  c"B*e«V/-r+*//J'-«//0_|_€ 

4-  c,  15 ,  e'">x ►V-V)  -h  c2  B2 r?'^-''^-v-V)  -+-...=  c Be''^-"  , 
c'  (  ^'  r'  "'•'' Hi'-' '" iU)  4-  c"  (  " c' ■""''' f  Vf—*"1) -\- . . 

4-  c,  C,  e'^+V-V'  +  c2C2e/(fl»a'+*»r"**'  4-. .  .=  o. 

Comme  elles  doivent  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  ' . 


>',  /,  on  en  conclut 
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a'  =  a"  = . . .  =  a ,  —  a2  —  . . .  =  a, 
b'=  &'  =  ...=  h,  =  h,      ...^o, 


Considérons   la   première  vibration  el   supposons-la    transversale. 
>  ;  »  1 1  —  le  milieu  supérieur,  on  ;i 


p| 


.        ;  -    //    M    ,1    J   +    r-   )  S    -: 

donc,  comme  a  =  a'  el  s  =  s  ,  on  a 


on 


C       :±C 


Le  signe  -+-  redonnerai I  l'onde  incidente,  il  faul  prendre  le  signe 
On  m  ainsi  une  vibration  transversale  réfléchie  persistante.  Cesl  la 
seule,  car  on  n'a  trouvé  pour  <■'  qu'une  seule  valeur  admissible.  Les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  à  Tonde  incidente,  c'est-à-dire  du  rayon 

incident,  étanl     '. >  o  cl  •  ceux  <  1  u  rayon  réfléchi  répondant 


V* 


à  la  vibration  transversale  son I  •   o,  -  par  conséquent 

ce  rayon  esl  dans  le  plan  d'incidence,  el  fait,  avec  la  normale  <>r 
de  l'autre  côté,  le  même  angle  que  le  rayon  incident.  Les  longueurs 
d'onde  I  cl  ['du  rayon  incidenl  el  du  rayon  réfracté  son!  respective 

nii'iii  <'i  :  elles  sonl  donc  égales.  Enfin  les  durées  de  la 

vibration  sonl        el       •  et,  par  -i i i i «■ .  aussi  les  mêmes.  <  )n  a,  en  outre, 

\  a  ■  -  < .  '■      o. 

Prenons  maintenant  la  seconde  vibration,  elle  esl  nécessairemenl 
longitudinale.  <  mi  a 

An//-  •   <  ■  i 
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Ct 

(g  -h  3 h)  (a"2  +  e"2)  =  s"2  =  s2. 

Comme  a"  =  «,  on  en  conclut 

(g  +  3A)(V-t-c"2)  =  (-  +  /0^  +  c2). 

De  là  deux  valeurs  de  c"  égales  et  de  signes  contraires;  il  faudra 
prendre  la  valeur  positive,  car  la  négative  donnerait  une  onde  longitu- 
dinale incidente.  On  a,  en  outre, 

A"        C"  ,  R„ 

—  =  —        et         13  =  o: 

a  c 

on  aurait  ainsi  une  vibration  longitudinale  réfléchie  et  une  seule,  mais 
on  verra  par  la  suite  que  son  amplitude  est  nulle.  Il  ne  peut  pas  \  ;i\  <>ir. 
dans  le  milieu  supérieur,  Féther  libre,  d'autre  vibration. 

Passons  au  milieu  inférieur,  qui  est  aussi  isotrope  par  hypothèse;  il 
ne  peut  y  avoir  aussi  que  deux  vibrations,  l'une  transversale,  l'autre 
longitudinale,  pour  une  vibration  incidente. 

Supposons  la  première  transversale  ;  on  aura 

et  Ton  a  toujours 

.v2  =  (g  -h  h)(a2  -h  c2),  .9,  =  s,         at  =  a,  /'  =  ([  +  g{  )"~l  : 

donc 

a2  -+-  <:\  =  r2(a2  +  c2) 
ou 

c\  =  (r9  —  i  )a'2  -h  r~  c~  ; 

on  tire  de  là  pourc,  deux  valeurs  réelles  égales  et  de  signes  contraires; 
il  faut  prendre  la  négative,  car  la  positive  donnerait  une  vibration  inci- 
dente du  milieu  inférieur  vers  le  milieu  supérieur,  ce  qu'on  ne  suppose 
pas.  On  a,  en  outre, 

A  ,  a  H-  C,  C,  =  <>. 


j.Vi  .1  tBLONSKI . 

La  dernière  étanl  longitudinale,  "ii  a 

;a     f   ., 

p|  toujours 

.v2=(#H-//)(a*-h  c*),  rt3       ".  *3       -v.  '-       (n    .-',>"   'î 

donc 

< ,,-  :   c\  H  g        1/'  I      / •■'  -    ■   h) (a1  ■   < ■'-'  '' 

mi  lirerail  de  là  deux  valeurs  de  c8,  el  on  prendrait  la  négative; 
mais  nu  verra  que  l'amplitude  de  cette  dernière  vibration  sérail  nulle 
dans  le  cas  considéré.  <  >n  a  aussi 

x        !  el         i:.      o. 

((  r., 

actuellement,  les  douze  inconnues   \  .  I>  .  <  .  .   V,  ...  sonl  liées  par 
lr>  douze  équations  linéaires 

\  -4-  A"-f-  A,  -h  A,      o, 
Il  4-  B"  +  II,  +  15,        I!. 

<  ','  -+-  C"-h  C.,   h  (  '....      o; 

(       \  r      \       ■     <\    \,  /    ,    \.  O, 

C    B       ■     r    11       :  -r,|{,  C2  B,  r|{. 

c'C       ' •  <  '■'  -h  c,C,   •   '■_.  ( ...      » 
fournies  par  l<-  principe  <l»'  continuité,  <m 

\  n'  •   (  !  c       o, 
i; 
\       < 

0, 

V,a   •   C,c, 

I!,       o, 
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on  en  conclut  sans  peine 


A'=o, 

A"  =  o, 

A,  =  o, 

A, 

=  o, 

G'=o, 

C'=o, 

C,=o, 

G, 

=  o. 

Les  seuls  mouvements  à  considérer  sont  donc  : 

Dan;,  le  milieu  supérieur,  une  vibration  transversale  réfléchie  don I 

les  composantes  sont  : 

$'=:o,  •/],=  BV^-",  :  =  o 

pour  z  --  o. 

Et  dans  le  milieu  inférieur,  une  vibration  transversale  réfractée  dont 

les  composantes  sont 

£,  =  o,         y]  =  B,  <?'<"*-">,         Ç,  =  o 

pour  z  =  o. 

Entre  les  amplitudes,  on  a  les  relations 

B'h-Bi=B, 
B'c '-h  B«c,=  Bc. 

Ainsi,  en  tout  point  de  la  surface  de  séparation,  le  mouvement  inci- 
dentse  trouve  décomposé  en  deux  autres;  les  deux  nouvelles  vibrations 
sont,  comme  la  première,  transversales,  persistantes  et  polarisées  de 
la  même  manière.  Tout  cela  est  bien  d'accord  avec  la  théorie  de 
Fresnel. 

Si  Ton  appelle  a,  l'angle  du  rayon  réfracté  avec  la  direction  Oz  ,  el  I , 
sa  longueur  d'onde,  on  aura 

«  =  -j--j-sina,  a'  =  -\-  -y-sina,  a,  =  4- j-sina,, 

2  TT  ,  2 1t  2  - 

c  = j-cosa,  c  =-\ — r-  cosa,  c,  = .-  cosa,  : 

de  la  condition  a,  =  «,  on  lire 

-in  c.  s  i  n  a , 

~r  =  -TT' 
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c'esl  la  loi  de  Descartes.  <  ra  a  aussi 

C  I     I 


C|  I|    «h- a 

Les  relations  entre  les  amplitudes  peuvent  -  écrire 

(  B      H       Bn 

/  B  +  B'=B^; 

c 

en  les  multipliant  membre  à  membre, 


ou 

I  i-  /-rkc  /¥  —      R'2  r>r»t  <*  _4_  R" 


B'cosa      B'scosa  -  H'^  s- cosa, 


Soient  S  <'t  o'  h's  densités  moyennes  des  deux  milieux  éthérés;  <>n  peut 
écrire 


§  H2!  cosa  =  8B"I'cosa  -+-  I>;  p  ?,  I,  S' cosa,. 


Faisons 


l    \  8 


n. . 
s 


'  li  ./s 


on  aura 

i  •]  SB'Icosa      S  B  - 1  cosa  h  A  JI,  S*  cosa,, 

ce  qui  veut  dire  que  la  force  \ i \ < •  <l«'  Ponde  incidente  est  égalée  la 
somme  des  forces  vives  de  l'onde  réfléchie  et  d'une  onde  réfractée  se 
propageant  dans  le  milieu  inférieur,  et  dont  l'amplitude  serait  bt. 

Ici  cesse  l'accord  avec  la  théorie  de  Fresnel.  Dans  cette  théorie,  on 
fait  comme  si  b{  était  égal  à  B,;  on  établit  directement  la  première 
des  équations  <  i  )  et  l'équation  I  ■  i;  la  Beconde  des  équations  (i)  en  est 
une  conséquence. 

La  présente  théorie  donne  directement,  comme  on  l'a  vu,  les  équa 
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lions  (I),  et,  si  Ton  veut  que  B,  =  bn  il  faut  admettre  que 

T    l/8  \/o  ta 


1.  v/8' 


ou 


w  et  to0  étant  les  vitesses  de  propagation  des  ondes  dans  le  milieu  inté- 
rieur et  dans  l'éther  libre,  ce  qui  est  justement  la  loi  en  question. 

En  résumé,  les  équations  (I)  ont  été  établies  sans  rien  supposer  sur 
la  loi  qui  lie  les  densités  aux  vitesses  de  propagation,  ni  sur  la  loi  d'ac- 
tion mutuelle  des  particules  fluides,  et  subsistent,  quelle  que  soit  cette 
loi;  mais,  si  l'on  veut  que  F  amplitude  B,,  calculée  au  moyen  de  ces 
équations  et  pour  tout  point  de  la  surf  ace  de  séparation,  se  conserve 
lorsque  l'onde  correspondante  se  propage  dans  le  milieu  inférieur. 
il  faut  admettre  la  loi  de  Fresnel,  ce  qui  ne  se  peut,  pour  les  raisons 
données  plus  haut.  Donc  l'hypothèse  à  rejeter  est,  au  fond,  celle  que 
faisait  implicitement  Fresnel,  à  savoir  b,  =  B,. 

Conformément  à  la  tbéorie  générale,  il  convient  donc  de  tirer  tes 
amplitudes  B' et  B,  en  tous  les  points  de  la  surface  de  séparation  dr> 
équations  (I).  L'amplitude  pour  la  vibration  réfléchie  convient  pour 
tous  les  points,  parce  qu'elle  se  propage  dans  le  même  milieu  que  la 
vibration  incidente.  Mais  les  équations  (i)  ne  sont  pas  suffisantes,  il 
faut  y  joindre  l'équation  des  forces  vives  (2);  d'où  l'on  tire 

b,  est  l'amplitude  qui  convient  à  l'onde  réfractée  en  tous  les  points  du 
milieu  inférieur. 

4.   Cas  où  la  vibration  est  dans  le  plan  d'incidence.  —  Les  axes 
étant  choisis  comme  dans  le  cas  précédent,  soient 

£  —  J^eHax+cz-st) 

Yj  =  O, 

Y  Ç'  „i{ax+cz-st) 

les  composantes  suivant  ces  axes  d'une  vibration   transversale  inci- 

Juurn.  de  Math.  Ci'  série),  Tome  IL  —   l'ase.   IV,   1886.  JC) 
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dente,  c  est-à-dire  telle  <|u<' 

\  ii  -f-  (  \c    -  o. 

Il  \  a  à  considérer  ici  quatre  i  ibrations,  deux  réfléchies,  l'une  trans- 
versale, l'autre  longitudinale,  h  deux  réfractées,  l'une  transversale, 
l'autre  longitudinale,  parce  que  le  milieu  réfringenl  csl  encore  supposé 
isol  pope. 

i"  Soient 

\' ,.'  "'■'■  Vf*  t'z-ït) 
||  ,.  ■■•■■■  ■  i  i'o 
(  '/ _i  tfx-t-Vjr-t-c'z—i'l) 

les  composantes  suivant  les  axes  <l<-  la  vibration  transversale  réfléchie; 
le  principe  de  continuité,  appliqué  comme  on  l'a  dit,  donne 

a'  =  a,  //--  '/.  s  =  .y, 

et  l'on  a,  en  outre, 

<■'  =  —  r.  \    ,i  (  .  C  =   <>. 

2"  Soient 

|  ;   gt  e  j  ■  1  .»    i    -    >"t) 
(  '    gi      '.-  i-b"y-hc"i-i"t) 

les  composantes  <l«'  la  vibration  longitudinale  réfléchie,  le  principe  <!«• 
continuité  donne 

o*=  <■/.         6*=  o,         s     =  .v, 


ci  I  on  a,  en  outre, 

\ 


</ 


B"=o, 


nui  expriment  que  la  vibration  est  longitudinale;  les  équations  du  mou- 
vement dans  l'éther  libre  donnent  ensuite 

h 

|  <r  -h  r2  )        il- . 
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Si  le  second  membre  est  positif,  c"  est  réel,  et,  pour  avoir  une  onde 
plane  réfléchie,  il  faut  prendre  pour  c"  la  valeur  positive  tirée  de  la 
précédente  équation. 

Si  le  second  membre  est  négatif  et  égal  à  —  lv%  il  faut  prendre 
pour  c"  la  valeur  —  Iv/,  alors  la  vibration  est  évanescente  et  devienl 
insensible,  elle  s'éteint  à  une  petite  distance  de  la  surface  de  séparation. 
Dans  ce  cas,  il  y  a  polarisation  elliptique  pour  tous  les  rayons  non 
évanescents,  ce  qui  est  en  effet  le  cas  le  plus  ordinaire,  ainsi  que  l'a 
montré  Jamin. 

Mais  cette  polarisation  elliptique  est  si  faible  pour  les  corps  don! 
l'indice  de  réfraction  est  voisin  de  i,4o,  que  Ton  peut  la  négliger 
dans  ce  cas,  ce  qui  revient  à  considérer  toutes  les  vibrations  comme 
persistantes. 

3°  Soient 

B  e*(a*x+l'iy+ci *~~*ttî 

les  composantes  de  la  vibration  transversale  réfractée;  le  principe  de 
continuité  donne 

at  =  a,  bt  =  o,  st  —s, 

puis  des  équations  du  mouvement  dans  i'éther  qui  pénètre  le  milieu 
pondérable  ;  on  tire 

a2 -h  c]  =  i-2(a--\-  c2), 

/•  étant  l'indice  de  réfraction,  d'où 

c2  =  a2(r2  —  i)  -f-  r2c2. 

/•  étant  supérieur  à  i,  la  valeur  de  c~  est  toujours  positive;  on  en  tire 
pour  c{  une  valeur  réelle  qui  doit  être  prise  avec  le  signe  —,  parce 
qu'il  s'agit  ici  d'une  vibration  se  propageant  dans  le  milieu  pondérable 
supposé  du  côté  des  z  négatifs. 
On  a,  en  outre, 

\,a  -t-  G,  c,  =  o, 

qui  exprime  que  la  vibration  est  transversale. 


/j()<>  IABLONSKI. 

\"    Soient 

\     r'  Ba**V     c.z    't'i 

I)      ,i  as  -b\  ■  c  ,:- 

/'     .,i  tt.T-t-b.y -c.z    sj) 

lc>  composantes  de  la  vibration  longitudinale  réfractée;  le  principe  de 

continuité  donne 

a2  =  a,  b .  =  o,  »,  =  v  ; 

puis  on  tire  des  équations  du  mouvement 

d'où 

g'  -h  .)  // 

Comme  on  Fa  dil  plus  haut,  on  supposera  cette  valeur  de  c' posi- 
tive, el  l'on  prendra  pour  ca  la  valeur  réelle  qu'on  tire  de  cette  équation 
avec  le  signe  — . 

Comme  la  vibration  est  longitudinale,  on  aura  ensuite 

A,         C,  R 

—  =  —  j  I)  ,  =  o. 

Il  c, 

actuellement,  il  \  ;i  douze  inconnues  qui  Boni  les  amplitudes  des 
composantes,  Bavoir  A ',  l> ,  C,  ...:  Va,  I!..  Ca;  la  méthode  générale 
fournil  six  équations  qu'il  faul  joindre  aux  bîx  autres  précédemment 
écrites,  el  qui  exprimenl  que  les  vibrations  sonl  transversales  ou  longi- 
tudinales :  on  a  ainsi  un  système  de  douze  équations  linéaires  à  douze 
inconnues,  savoir  : 

«  i  >  \+A"+A,  +  AJ=  \. 

B  -t-ir+H.-h  lï       o, 

(3)  C  4- ( :--+-<:,  h-C,=  c-. 

I    I  CA'H     r     \     +-C,    i.-hC,    \r~  r   \. 

,\V    {-r"\V    -t-C,B,   +ClB,  =  0, 

(6)  cC  htTC  -hc.C,         «  .      cC; 
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(7)  A' a —  C'c  =  O, 

(«)  £  =  !■ 

(<))  15"=  o, 

(10)  A,  a  +  G,  c,  =  o, 

(")  B2  =  o, 

(„)  *!  =  a. 

Les  équations  (2),  (5),  (9),  (1 1)  se  réduisent  à 


B'-h     Bt=<r, 

—  cB'  4-  c,  B,  =  0. 

Or 

C  -h  C,T^O, 

car  sinon  on  aurait 

c*  =  c2 

ou 

1.2  —    . 

ce  qui  n'est  pas.  Donc 

B'=  o,  B,  =  o. 

Toutes  les  vibrations  réfléchies  et  réfractées  s'exécutent  dans  le  plan 
d'incidence,  comme  dans  la  vibration  incidente. 
Pour  simplifier,  nous  poserons 


V 

C' 



— 

—  =  u . 

c 

a 

V 

C"  _    „ 

— 

= 

tt    ''     1 

c 

c 

Ai 

Gl        „ 

c, 

--=«„ 

\> 

C, 

— - 

= 

—  =  u.,. 

a 

Ci 

A 

C 

— 

n=  — 

—  =  u. 

c 

c 
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Uors  les  équations  se  r  «•« f uis<*iti  à 


''"'  ^"    "  -HC.tt.-t-  au.,  =cu 


an  -+-  c  u"  —  au,  -h  c2u.,  =  -    au 


acu  +  u**ur  -actu%+  c\ut  =  -acu\ 

«osl  donné,  el  tout  revient  à  calculer  «',  «*,  «„  «,.  Mais  ce  calcul 
nesl  pas  uécessaire  pour  notre  objet;  il  doua  suffil  de  remarquer  que 
I  on  a,  dans  tous  les  ca  •. 

lIuc  hm  lin'  dc(i3).  Pour  interpréter  cette  relation,  soicnl 

'•  I  •  I  ".  I„  I,  les  longueurs  des  ondes  considérées  ; 

*'  ".«'  "■  lea  anSles  «G™  d«  normales  à  l'onde  incidente  el  aux  ondes 

réfractées  avec  la  normale  intérieure  au  milieu  réfringent- 
a',a-lcs  angles  aigus  des  normales  aux  ondes  réfléchies  avec  la  normale 

extérieure.  La  relation  (i4)  peul  B'écrire 

j  rCos«(A»  +  C*)=^cos«',  V-n  C»)  :    foos«,(A;  .  C-) 
'  •    i    c<>8«  I  V'2+C"Vt    pcosa,!  i\  ■  C;,. 

et,  si  l'on  désigne  par  S  la  densité  raoyennede  l'éther  libre,  par  S  celle 
,lr  léther  engagé  dans  le  milieu  pondérable, 

,   *  '  cosai  \       (  :-■ ,       §J  cosa  |  v      .  <■ ...  , 

(l6)     !  +h™«.(a;+c;)$ 

-+-  l"o  cosa  |  \  •'  i-  (  ;*-■  ) 

+  0   l..n,-y.,     \;    +_  (  ;-;  ,    ' 
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Si  Ton  fait 

A*l\/w=A'*, 

.   i    ri 

=  a;, 

c  li/°  —  r 

^'  I,  V  8'  —  l"" 

(]>l\/l 

=  c2, 

on  peut  l'écrire 

/  o  I  cosa(A2  -h  G2)  =  o  F  cosa'(A'a  -h  C'2) 
)  +o'I)cosa)(A'12-+-C;2) 

+-rocosa"(A"2H-C"M 


-h  à  l2cosa2( A," -h  C, ,). 

Sous  cette  forme,  elle  exprime  que  la  force  vive  incidente  est  égale 
à  la  somme  des  forces  vives  de  quatre  ondes,  deux  réfléchies,  dont  les 
amplitudes  A',  C,  A",  C"  sont  bien  celles  qui  ont  été  fournies  directe- 
ment par  le  principe  de  continuité,  ce  qui  est  bien  conforme  à  notre 
explication  générale,  puisqu'elles  se  propagent  dans  le  même  milieu 
que  l'onde  incidente,  deux  réfractées  dont  les  amplitudes  A', ,  C, ,  A'2,  C'2; 
se  déduisent  des  amplitudes  correspondantes  A,,  Cn  A2,  G2  calculées 
pour  la  surface  de  séparation,  de  manière  à  satisfaire  au  principe  des 
forces  vives,  quelle  que  soit  l'incidence. 

Si  l'on  voulait,  comme  le  supposait  Fresnel,  que  les  ampli ludes  cal- 
culées pour  les  ondes  réfléchies  pour  tous  les  points  de  la  surface  de 
séparation  se  conservassent  lorsque  les  vibrations  correspondantes  se 
propagent  dans  le  milieu  réfringent,  il  faudrait  supposer  à  la  fois 


1/8  1/8 

hV^=I'  hVÏ  = 


la  première  condition  est  l'hypothèse  de  Fresnel,  mais  elle  esl   incom- 
patible avec  la  seconde,  car  I2  ne  peut  pas  être  égal  à  I, . 

5.   Cas  général.  —  Si  Ton  suppose  maintenant  que  la  vibration  in- 
cidente est  quelconque,  et  qu'on  prenne  pour  zO.c  le  plan  d'incidence, 
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ses  composantes  -<  > n  i 

[>r*  {OX+CZ—lt) 


on  encore 


mils 


d'où 


ir=o,       B,  =  o, 

B'+      B,  =  B, 

-cB'-hCtBt  =  cB', 

o  1 1)*  cosa  =  o  I  I> 2  cosa'  -bol.  I>;'  cosa,  77  %t\ 

I  ?    0 


en  ajoutant  membre  à  membre  cette  équation  à  m  -  >,  on  a 

S  I  cosai  V--+-  B8H-Ca)  =  8  l'cosa't  A  -  +  l>  ■  +■  <  !"  ) 

-h  8  I,  cosa,!  A* -+■  ll;  +  C;  >  , 
4-  l'Scosa  (  \  J   -  G  J» 
-h  I2à  c«  >S  a.2  (  A  :  -4-  (  ,j  )  p-<7  » 

<|iii  s'interprète  connue  précédcmmenl  el  conduit  aux  mêmes  consé- 
quences. 

(>.  Cas  d'un  corps  biréfringent.  Dans  le  c;is  de  la  double  réfrac- 
tion, la  méthode  générale  précédemment  appliquée  réunit  encore  et 
conduit  à  des  conséquences  analogues  à  celles  que  l'on  ;i  déjà  trouvées  : 
il  n  \  ;i  aucun  intérêt  à  la  développer  ici,  et  je  me  bornerai  à  une  re- 
marque  qu |>;ir,iii  importante. 

Les  deux  vibrations  transversales  réfractées  se  déplacent  dans  le 
même  milieu  avec  des  vitesses  différentes  el  dans  des  directions  diffé- 
rentes; la  loi  de  Presnel,  appliquée  à  ces  rayons,  voudrait  que  la  den 
>iié  moyenne  «le  L'éther  dans  l'intérieur  d'une  des  cellules  formées  par 
les  particules  pondérables  variât  avec  la  direction  autour  i\\\  centre  de 
1  elle  cellule  ;  or  il  n'en  est  rien. 
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Quelle  que  soit  l'idée  que  l'on  se  fasse  de  l'action  des  particules  pon- 
dérables sur  l'éther,  il  faut  bien  que  cette  action  se  manifeste  par  une 
déformation  de  l'éther  libre,  c'est-à-dire  par  un  changement  dans  les 
positions  relatives  de  ses  particules,  ou  enfin  une  altération  des  diffé- 
rences des  coordonnées  de  ces  particules.  Le  calcul  prouve  qu'il  suffit 
de  considérer  ces  variations  de  différences  de  coordonnées  comme  des 
fonctions  linéaires  de  ces  différences  dans  l'éther  libre,  et  alors,  si  l'on 
choisit  convenablement  les  axes  et  l'origine  étant  au  centre  d'une  cel- 
lule, les  différences  désignées  par  Ax,  A/,  As  deviennent,  après  la  dé- 
formation, 

Aar(i +£,)(i  + a),     Ay(i  -h£,)(i  -f-  P),     A*(i  +ev)(i  +  y), 

gn  a,  [3,  y  étant  des  constantes  dépendant  seulement  de  la  constitution 
du  milieu  pondérable  (t.  X,  p.  173). 

Actuellement,  considérons  le  tétraèdre  formé  par  quatre  des  points 
du  milieu  éthéré,  et  soient 

àx,      A7,      As, 
A'ap,     A>,     A'*, 

A"*r,     A"/,     A"  s 

les  différences  de  coordonnées  de  l'un  des  points  et  des  trois  autres 
dans  l'éther  libre  ;  le  volume  du  tétraèdre  sera 


Ax      Ay      Az 
A'x     A' y     A' z 
A".r     M'y     \"z 


avant  la  déformation,  et  après  il  sera 


A'x     l'y     1: 
k"x     \"  y     A"  z 

Journ.  de  Math.  {.'\'  série),  tome  II.  —  Vase.  IV,  1886 
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•  •t.  comme  la  masse  des  particules  reste  la  même,  on  a 

i  =  0  h *,)•(!  h«)(i  +  p)(i     T). 

S  étanl  la  densité  moyenne  de  l'éther  Libre,  8'  de  l'éther  engagé  dans  le 
milieu  pondérable. 

Le  second  membre  ne  dépend  \>.\<  de  La  direction  autour  de  l'origine, 
'•i  par  conséquent  $'  ne  change  pas  avec  La  direction. 

Ainsi,  contrairement  à  une  opinion  généralement  admise,  de  ce  que 
h  déformation  n'est  pas  la  même  dans  tous  les  sens  et  peut  se  traduire 
au  moyen  d'un  ellipsoïde,  comme  on  Le  fait  dans  la  théorie  de  l'élasti- 
cité, il  ne  résulte  pas  du  tout  que  la  densité  yenne  varie  avec  la 

direction  autour  d'un  point,  et  il  est  impossible  d'accorder  la  loi  do 
Fresnel  avec  la  coexistence  de  deux  vibrations  transversales  Be  propa- 
geant avec  des  vitesses  différentes,  et  dont  L'une  au  moins  ne  se  pro- 
page pas  avec  la  même  vitesse  dans  tous  Les  sens. 

La  seule  manière  d'échapper  à  toutes  Les  difficultés  que  soulève 
I  examen  attentif  de  la  question  me  parait  être  celle  que  j'ai  proposée 
dans  ce  travail;  elle  est  absolument  conforme  aux  principes  généraux 
(!<•  la  Mécanique  et  n'entraîne  que  Le  rejet  de  la  loi  de  Fresnel,  qui 
est  d'ailleurs  inutile. 

Les  formules  de  Fresnel,  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons 
trouvées,  au  moins  pour  le  premier  cas,  ont  été  vérifiées  par  l'expé- 
rience, ri  l'on  serait  tenté  <l<-  croire  que  sa  loi  l'est  aussi,  mais  il  faut 
remarquer  que  ces  vérifications  portent  sur  les  intensités  des  rayons 
réfléchis  et  des  rayons  réfractés,  <'i  non  sur  les  amplitudes  seules, 
puisque  L'intensité  dépend  à  la  fois  <l<¥  la  densité  «lu  milieu  h  de  l'am- 
plitude de  la  vibration  :  elles  ne  prouvent  «loue  rien  pour  ces  ampli- 
tudes seules.  Dans  tous  le-  cas,  l'expressi le  L'intensité  <lu  rayon 

réfléchi  reste  la  même  que  celle  qu'a  trouvée  Fresnel,  celle  du  rayon 
réfracté  lui  est  toujours  complémentaire,  de  telle  Borte  <|u«'  l<-  rejet  de 
la  loi  n  est  nullement  en  opposition  avec  les  vérifications  expérimentales 
des  intensités. 
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